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بسم الله الرحمن الرحیم 


مقدمة : 
لعل من السلم به أن الكتاب المدرسي»وخاصة في نظامنا التربوي وف الوضع 

الراھنء يعتبر في مقدمة الوثائق التربوية والوسائل الأساسية بالنسبة لعملية التعليم والتعلم. 
فوجوده یکس أهمية بالغة سواء بالنسبة للتلميذ أو الأستاذ. إذ هو مرجع للاأول 
و سند بيداغوجي للثاني. والواقع أن بعض الکتب الستعملة في مرحلة التعلیم الشتانوي» 
وال يعود تاریخ إصدار أكثرها إلى الثمانینات» اصبحت لا تسایر الناهج لا من حیسث 
احتوی ولا من حيث المنهجية» نظرا لما اعتری برامج هذه الرحلة التعليمية من تغيير 
وتعديل» خاصة مع بداية العشرية ال حاریة ال عرف فیها التعلیم الثانوي تغیبرات معتبرة 
شلت بنيته وحتواه. الأمر الذي زاد ٹی اتساع رقعة التباین وقلة الانسجام بين البرامج 
التعليمية. والکتب الدرسية التداولة ال بقیت كما هي منذ تألیفها. 

وقي اطار الاجراءات التحسينية الشاملة والمتكاملة, ولعاة النقسائص 
والاختلالات البينة والعمل باستمرار على ترقية العوامل والوسائل الي تسهم في تحقيق 
الأهداف التربوية السطرة رأينا أن نشرع هذه السنة وتحضیرا للدحول الدرسسي 
9 / 2000 في عملية تصحیح وتعدیل وإثراء مضامين الکتب الدرسية المستعملة 
وتکییف محتوياتها - ما آمکن ذلك - مع البرامج الطبق مع مواصلة إعداد کسب 
حديدة لتغطية جميع الواد الدرسة والاساسية منها على اخصوص. هذا إلى جانب 
الإعداد لبناء مناهج جديدة - قي (طار الاصلاح - ثم وضع کتب موافقة ها. 

وتحدر الاشارة بهذا الصدد. إلى أن قضية الکتاب الدرسي لا تکمن فی نوعیته 
وتوفره بين أيدي التلامیذ فحسب. بل تتعدی ذلك إلى كيفية استعماله بفعالية وإدراك 
وظيفته وأساليب استثمار محتوياته والانتفاع به. وهي أمور ينبغي للسادة الأساتذة أن 
يولوها العناية والاهتمام اللازمين. 

أخيراء نأمل أن يكون في هذا العمل ما يعزز جھود الأساتذة ويساعدهم على 
أداء مهامهم التربویق وأن يجد فيه التلاميذ الأداة المشوقة وا حفزة على العمل والاجتهاد 
في طلب العلم. 


والله ولي التوفيق 
مدير التعليم الش‌انوي العام 


لسم اله الر خان الرجم 


المقدمة: 

هذا الكتاب موجه إلى أساتذة وتلاميذ السنة الأولى من التعليم الثانوي 
جذعان مشتركان علوم وتكنولوجيا 

وهو موافق للبرنامج الرسمي الذي تم إصداره سنة 1995ء 

لقد صيغت جميع دروس هذا الكتاب با يناسب مستوى التلميذ من بسيط 
الأسلوب اللغوي مع ا حرص على الدقة في التعبير عن المفاهيم الرياضية. 

يتكون هذا الكتاب من جزئين وكل باب منها يحتوي على عدة دروس. 

الجزء الأول تحتوي على خمسة أبواب 

والجزء الثاني يحتوي على أربعة أبواب 

توجد في آخر کل باب تمارين كثيرة ومتنوعة» يمكن للأستاذ /ستغلاغا والإستفادة 
منها لترسيخ المفاهيم وإعطاء التلاميذ فرصة للتفکیر في القسم أو في المنزل. 

الباب الأول خاص با لمنطق الذي ينبغي تدريسه من حيث الإستعمال وليس 
من شأن ذاته. ۱ 

الباب الثاني ( الحساب العددي ) والباب الثالث ( الهندسة المستوية ) خاصان 
بمراجعات وتتهات أساسية تقدم في بداية العام الدراسي ويتم الرجوع إليها كلما 
إفتضت الضر ورة ذلك. 

الباب الرابع ( العلاقات » التطبيقاتة » العمليات الداخلية » البني الجبرية ) 
ينبغي تقديم مواضعه بالدقة اللازمة دون التوسع في دراستها. 

الباب الخامس ( الأشعة ) والباب السادس ( المعادلات والمتراجحات ) 
هامان جدا ويلعبان دورا أساسيا في المراحل المقبلة. 


البات السابع ( حساب المثلثات ) والباف الثامن ( الدوال العددیة ) یزودان 
التلمیذ بالعناصر الأولية والاساسية في حساب الثلثات وفي التحلیل. 

الباب التاسع ( افتدسة الفضائية ) یساعد التلمیذ على تصور الاشکال في 
الفضاء. 

وأخيرا نرجو من کل الذین بستعملون هذا الکتاب أن یوافونا بکل 
الانتقادات واللاحظات والاقتراحات التي من شأنها تحسين نوعية هذا الکتاب 
وجعله أكثر ملاءمة مع تطبیقها واستعماها في الاقسام. 


والله ولي التوفیق 
المؤلفون 


الباب السادس 


0. کشرات الحدود 
1. العادلات والتراجحات من الدرجة الأوی 


2. المعادلات والراجحات من الدرجة الثانية 
3 جمل معادلات وجمل مراجحات 





تعتبر الواضیع الواردة في هذا الباب من أهم الواضیع الدروسة 
في السنة الأولى من التعلیم الثانوي ۰ إذ آنها تمكن التلمیذ من 
التحكم ني الیات الحساب البري مثل النشر ۰ التحلیل 
والاخترال و لزید على الاستعال الدقیق والسلم للتکافوات 
والاستلزامات وآنها تروده بالوسائل والادوات الرياضية الي يحتاج 
إلیہا في الدروس القبلة » إذ لها تطبیقات كثيرة ومفيدة مثلا في دراسة 
الدوال وي دراسة اشارة الشتقات . 


1 - كثيرات الحدود متغير حقیق ۱ 
1 - وحيدات الحد لتغیر حقینی 

التعریف 
إذا كان ) عدداً حقيقياً وکان م عدداً طبيعياً فان : الدالة التى ترفق 
بكل عدد حقيتي س العدد ا حقیتی ! س2 تسمى دالة وحيد اد . 
ه العدد ا لف اس2 يدعى وحيد الحد للمتغير الحمَيةٍ س . 
ه العدد ا حقیتی ) يسمى معامل وحيد الد س . 
ه إذا کان !07 فإن العدد الطبیعی ج يسمى درجة وحيد الحد اسه 
ه إذا كان 0-1 فان وحيد الحد س يسمى وحيد الد المعدوم . 





نلاحظ أن درجة وحيد اد العدوم غير معينة . 
ه وحيدات اد الى لها نفس الدرجة تسمى وحيدات اد التضامة . 
امكل 
1) -2 س* هو وحيد حد درجته 3 ومعامله (-2 ) 
13ج 2 عر هر مد کا کر رقاب رس اج 
3 کل عدد حقيق ثابت ! هو وحید حد درجته 0 ومعامله ! . 

1 

4 - و2 ۷س ليسا وحيدي حدّ لأنه لا يمكن كتابتهها على الشکل 

س مع ۾ عدد طبيعي . 
1 - کثیرات اخدود لتغیر حقینی 

التعريف 

كثير الحدود للمتغير ال حقیٹی س هو مجموع وحيدات حد للمتغير 
الحقيقي س . 






مثال : 

ك( س )--4 سة + 5 س؟ + اسة - 3 س2 +2 س -سة - 8 
- 8 س +4 . 

ك رس ) هو كثير حدود للمتغير الحقيقي س . 

باستعال قواعد الحساب في ج عکن کتابته کا يلي : 

لس ) < 5 س*-7س*-6 س -4. 

وهذه الكتابة تسمی الشکل البسط وا رتب لکثیر الحدود ك ( س ) . 
ه الدالة كثير الحدود . 

الدالة تا الي ترفق بکل عدد حقيتى س كثير الحدود تا( س ) تسمى دالة 


كثير الحدود . 

ه كثير ا حدود المعدوم 

كثير الحدود المعدوم هو كثير حدود تا( س ) یحقق ما يلي : 
۷۲ س دح : تارس) -0 


۰ الكتابة العامة لکثر حدود مبسط ومرتب 
عکن كتابة اي کثیر حدود تا( س ) مبسط ومرتب وغير معدوم على 
تا(س)۔-ا س۶ + س '+ ۰۰ بارس با حیث آ0 


ه العدد الطبيعي م يسمى درجة كثير ا حدود تا رس ) . 
ه وحيدات الد ا ا و ۰ سض ام تسمی 


حدود كثير الحدود تا رس ) ۔ 
٠‏ الاعداد الحقيقية أ ٤‏ کر ..... ٤ا‏ + تسمی معاملات كثير 
الحدود تا(س) . 


أمثلة : 

1) کل كثير حدود من الدرجة الأول يكتب على الشكل العام : 

2 كل كثير حدود من الدرجة الثانية يكتب على الشكل العام : 

1 س2 + ماس +< حيث +0 
3) كل كثير حدود من الدرجة الثالثة يكتب على الشكل العام : 
اس + م س + حدس +و حيث +0 

درجتا مجموع وجداء كثيري حدود 

ند کر فیا يلي نتیجتین تتعلقان بدرجتي محموع وجداء كثيري حدود . 

ه إن درجة محموع كثيري حدود هي أصغر من أو تساوي درجة كثير 
الحدود الذي له أكبر درجة 

مثلاً : إذا کان 

1) تا( س )= س -س و هارس)<-س*+2س +1 
فان تا ( س ) + ها ( س ) = س + 1 
لاحظ في هذا بال أن درا رس ) + ها رس) تساوي 1 وهي 
أصغر من درجتي سے سو یت 
ان لاوس ) + هس )سا ای ات 
اي 

ه إن درجة جداء كثيري حدود تساوي جموع درجتها|ا 

مثلاً : إذا كان 

تا( س ) = س - س و ھا ( س ) = - س +2 س - 1 

فان تا رس ) × ھا رس ) = - س*+2 س*-2 سو + س 
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ا من ارسي 

3.1 کثر الحدود العدوم 

لقد رأينا أن كثير الحدود العدوم هو كثير الحدود تا( س ) بحيث : 
لاس دح تارس) <0 

نقبل النتيجة التالية : 

يكون کثیر حدود مبسط كثير الحدود المعدوم إذا وفقط إذا كانت كل 
معاملاته معدومة 





تطبیق : عکن استعال هذه النتبجة. للبحث عن العنصر الحيادي لعملية 
داخلیة 
مثلاً : إذا كانت ٭ عملية داخلیة في ج حيث : 
س ماع >(س + 2 ) (ع +2)-2 
فان العنصر الحيادي 2 إن وجد) معرف کا يلي : 
۷س 63 : س٭ھ- س (لأن ٭ عملية تبديلية ) 


۱ ۷س د : س ٭ هم - س ۱ 
جه | | 


| OE | جه‎ 


القضية (1) : تعنی أن كثير:الحدود ( 2 + 1 ) س + (2 8 + 2 ) هو كثير 
احدود للعدوم- 5 
9 


ادن : 


۱ لاس د : ( ۵+ 1 )س +(2ھ+2) =0 | 


۱ 


م4 - 20م +0-2) 


أي : ه- [1 
إذن العنصر الحيادي للعملية ٭ هو (-1) . 


1 ۔ تساوي كثيري حدود 
التعریف 
یتساوی کثیرا الحدود تا( س ) و ها رس ) إذا وفقط إذا تحقق ما 
يلي : 





لاس < ] : تا رس )= ها رس ) 


نقبل النظرية التالية : 
بتساوی کنرا حدود مبسطان إذا وفقط 01 وکانت 
معاملات وحیدات الحد ا متشاہة فبپا متساوية 
مثلاً : 
تا ( س ) = ( ۲+ 1) س*-ب س + < 
ھا ( س ) = 2 1س + س + 2 ب 
يتساوى كثيرا الحدود تا رس ) و ها( س ) إذا وفقط إذا كان : 


1 -2) 1-4 
و و 

داب = [1 أي ب = - [ 
و و 


ح2 بی سے - 2 


2. تحليل كثير نحدود : إن تحليل كثير حدود هو کتابته على شكل جداء 
كثيرات حدود نذكرفيها يلي بعض القواعد التي تسمح بتحليل كثير حدود 
2 - التحلیل بواسطة عامل مشترله ۱ 
عکن کتابة حموع جداءات لها عامل مشترك علن شكل. جداء حسب 
القاعدة التالية رغاس ارس ع مض 
أمثلة : 
1) 5 س*ع*- 2 س*ع سس؟ع۔(5ع-2س) 
2 س ع +س اع -1 > س (ع +1) -ع +1) 

> (ع +1)(س-1) 
3) س +٣‏ س ع + س تع +ع*- ( س + س ”ع )+( س ع +ع*) 

= س (س +ع ) +ع ( س +ع ) 

=( س +ع )( س۳ع ) 
2 - التحلیل باستعال المتطابقات الشهيرة : 
نذكر فما يل بعض التطابقات الشهيرة المدروسة خلال السنوات 
السابقة .. 












1١‏ +ما)2+2-2/مس+دب” 
1١‏ دمس)2 -2-718اب دب" 

() + ب ) ( أ ی ) = اس 
(ا ببس ۰ + 23 ب +3اب'+ب' 
(-ب) - 3 2 ی +34 ۲ی دب" 
۹+ ے+ = ( + ب ) (ا؟ اب ١ہ‏ ) 


ا + ی = ( ا = ی ) (ا داب +بت؟) 


۱ 

أمظلة : توضح الأمثلة التالية فكرة استعال التطابقات الشهيرة في تحليل 
كثيرات الحدود . 

اناوس ھی ار ا 


تا ( س ) = ( 4 س -7+3س -4()1س -7-3س +1) 
= ( 11 س -4) ( - 3س -2) 
= - ( 11س -4) ( 3س +2) 
2 تا ( س ) = س“ +2 س*+ 1 
= ( س +1)* 
3 تا( س )= س*-2 س* + س 
= س ( س - 2 س + 1 ) 
= س ( س 1" 
4 تا ( س ) - 8س +12 س + 6 س + 1 
=( 2س +1)٭ 
5) تا( س )= س*- 8 
= ( س - 2 ) ( س +2 س +4) 
6) تا( س )= س* - 1 
رشن 1) ( س۶ + 1) 
= ( س -1)(س +1) (س++1) 


3 جذور کثیر حدود : 





يكون العدد ا حقیتی » جذرا لكثير الحدود تا( س ) إذا وفقط إذا كان 
تا( = 0 





ه العددان 2 و ( - 2 ) هما جذران لكثير الحدود تا( س )= س< - 4 
لان تا(2 )=0 و تا(-0=)2 

ه الأعداد (-1). ۰0 1 ليست جذوراً لکثیر الحدود 
تا(س)ع-س4-2 لأن: تار-1 0۶۴ و تا( 0۶ و 
تار 07۶۴ 


۱ 7 


23 النظرية 
,د كان » را لکثر حدود تا ( س ) فانه بوجد کثر حدود 
ك (س) حقق ما يلي : 

تا رس ) = ( س -۰). 2 «س ) 







ملاحظة : 
إذا كانت درجة کثر الحدود تا رس ) هي ج فان درجة کثر الحدود 
ك رس ) هي (و-۔1). 
فال واس سی دک وی هی مس از 
نلاحظ أن تا( 1 ) -0 . إذن العدد 1 هو جذر لكثير الحدود تا (س ) . 
حسب النظرية السابقة . يوجد كثير حدود من الدرجة الثانية 
(1 سخ + ماس + <) بحيث يكون : 
تا رس )-(س - 1()1س*” + ماس +<) 
أي تا ( س ) = اس + ( ف -1) س + (ج- م ) س - < 
وبتطبيق نظرية تساوي كثيري حدود نستنتج أن : 
0-6 

1 =f کو‎ 

رب = + 5 أي / ب = - 4 

- وت - ] ح - [ 
130 ا تارس)-وس -1)(س:-4س +1) 
4 - الدوال الناطقة والکسور الناطقة : 
4 - التعریف . 

تا رس ) و ها رس ) کثیرا حدود . 

الدالة الى ترفق بكل عدد حقيق س العدد ا حقینی 
E‏ ناطقة ۱ ۱ 







تا رس ) 


ها رس ) 








تا 2 2 
چرھو او کات ری کی انا 
" هارس) 


تاس 
ه يكون الکسر الناطق پت 
هارس) 
ها رس ) يحتلف عن الصفر . 


أمئلة : 





س - 1 





1) ك رس )۔ هو کسر ناطق معرف في مجموعة الأعداد 
س٠٣٢٣‏ 


3- 





2 كا ( س ) = هو کسر ناطق معرف بي ا جحموعة ‏ - ( 1 ) 


پوت 
4 . 2- اخترال الکسور الناطقة 
توضح الأمثلة التالية كيفية اختزال الکسور الناطقة : 
2 - 1 
الال 1 ای ھی ہکس 


س2 - 2 س + 1 
تكون الدالة الناطقة ك معرفة إذا وفقط إذا كان 


س2 -2 س +1 0# 
أي «س -07:)1 أي س 1# 
إذن مجموعة التعريف ف للدالة ك هي ف = 2 -(1) 
لنخترل ك (س ) . لدینا : س*-1- وس - 1)(س+ 1) 
س2 -2 س + 1 ع رس - 1)* 
(س-1)(س + 1) 
رس -1)٭ 
لا س دف يكون : س - 1 0# 
14 


ومنه : ك رس )= 


يمكن»عندئذ . قسمة حدّي الکسر ك ( س ) على (س - 1 ) 








۲ س + 1 
فنحصل على : لك( س) ہر 
س 
7 ۱ س+ 1 
ادن ۷ س د ف : ك (س) = م۳ 
1-3 
ہیں ۔ 
تكون الدالة الناطقة ل معرفة إذا وفقط إذا كان : 


س2 -1 06 
أي (س-1)(س+0#)1 أي س1 و س *7- ۱1 
إذن محموعة التعریف ف للدالة ل هي ف = )۰1-۱ +1) 
لنختزل ل (س ) . 
لدينا : س*-1<«س -1)«س*+س +1) 
س*- 1 = رس - 1 )(س + 1) 

(س-1)(س*+س + 1) 

( س - 1) ( س + 1) 
ما س دف یکون س - 0۶1 
عکن » عندئذ » قسمة حدي الکسر ل (س) على (س -1) 


س2 + س + 1 
فنحصل على  :‏ ل(س) تخ ےہ 


ومنه : ل (س )= 


س + 1 


2 +س +1 
ا اه لشم العف 


س + 1 
ملاحظة : لتكن الدالة الناطقة ها المعرفة كا يلي : 
2 + س +1 
TT‏ کم > الدالتان الناطقتان ل و ها غير متسو بتين 
س + 1 


لان مجموعتي تعریفها مختلفتان . 
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مٹال 3 + 
س٥‏ +1 





تا رس ) = 
س + 1 
تكون الدالة الناطقة تا معرفة إذ وفقط إذا كان 
إن محموعة التعريف ف للدالة تا هى ف دج -(- 1) 
لنختزل تا س) . 
لدينا : س*+ 1 - رس +1)(س*- س +1) 
۱ (س+1)(س-س + 1) 
ومنه : تا(س )- سس 
و 

يمكن » عندئذ » قسمة حدّي الکسر تا( س) على (س + 1) 
فنحصل على تا( س )= س*- س +1 
ادن ۷س دج -(-1): تا ( س ) = س* - س +1 
ملاحظة : 
لتکن الدالة كثير الحدود ها حیث ها( س ) = س۶ - س + 1 
الدالتان تا و ها غير متساویتین لأن محموعتي تعريفها مختلفتان . 


العادلات والتراجحات من الدرجة الأولى 
1 عمومیات : 


1 - مفهوم العادلة 
إذا كانت تا و ها دالتین محموعة ك في محموعة ل فإن حل العادلة 
تا رس ) = ها س ) ي ا حموعة ك يعني تعیین محموعة العناصر س 
من ك الي ها نفس الصورة بواسطة الدالتین تا و ها . 

هذه ا حموعة تسمی مجموعة حلول العادلة تا (س ) = ها «س ) 
في ك . 








مثال 1 : 


تا و ها دالتان للمجموعة ج في نفسها حيث : 

تا( س ) =3 س*-س - 5 ؛ ها( س )=2 س2 -2 س + 1 
العددان 2 و (-3) حلان للمعادلة تا رس ) > ھا (س ) 
لان : تا(2)-ها(2) و تار-3 عمار(-3) 

با الاعداد ا وط 2۷۰0 یت حلولا اہ فا 
لأن : تا(-2)#ها(-2 ؛ تا(0) #هار0) ؛ 


تا (2 )هار2 . 


مثال 2 : 

تا و ها دالتان للمجموعة ‏ في نفسها حيث : 

تا ( س ) = س ؛ ها( س )= س 

لنبحث عن ي مجموعة حلول المعادلة تا( س )=ها(س). 
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أولا : إذا كان » عنصراً من ي فانه حمق الساواة 
2 سے 0 أي 0 دن = 0 

0=)1- u)» : وبالتالي‎ 

وهذا بعنی أن : 0-0 أو ه1 
وی 1207 أي ي<(1.0) رت 
انیا : من الواضح أن العددين 0 و 1 حلان للمعادلة العطاة لأن 
تا (0) ما (0) و تار1) -هار1) . 

إذن (1۰0)دي (2) 

من (1) و (2) نستنتج : ي-(1۰0) 

1 - مفهوم التراجحة 
إذا كانت تا و ها دالتين محموعة ك في محموعة الاعداد ا حقیقیة م . 
فان حل التراجحة تا رس ) < ها رس ) 








أو ارس ) <هارس) ) في ك يعني تعيين محموعة 
العناصر س من ك التي تحقق المتباينة تا س) < ها رس ) 

) أو تا(س) <هاوس) ) 

هذه ا حموعة تسمی محموعة حلول المتراجحة 
ت(س)<مارس) | أو (س) <هارس) ) 
مثال 1 : 


تا و ها دالتان للمجموعة © في ۲ حیث : 


تا( س ) ><س* ؛ هارس ) <س . 
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الأعداد (-1) 0۰ء 1 ليست ا للمتراجحة تا (س ) < ھا (س) 
لأن التباینات ال تالیة غير محققة : 
تا(-1) <ھا(-1) ؛ ا(0) < ها(0) ؛ تا(1) < ها(1). 





1 1 
بنا الأعداد سا سس هى حلول هذه المتراجحة لأن التباینات 
2 4 : 


مثال 2 : 

تا و ها دالتان للمجموعة ج في نفسها حيث 

تارس) < س +2 ؛ هارس) <س -4 
لبحث عن ي محموعة حلول الترجحة تا( س ) > ها ( س ) . 
أولا : إذا كان » عنصرا من ي فإنه بحقق التباينة التالية : 
-» +2 > » -4 أي 2>6 » وهذا يعنى أن 3 > » 
ادن ه د ] -صف 3 ] ۱ 
ومنه يد]-*»*2 3] (1) 
ثانياً : إذا كان » عنصراً من ا حال ع © ء 3ع فانه يحقق التباينة 
a < 3‏ أي 6 > 2 0 
من المتباينة السابقة نستنتج : 

6-(رو+ > ۰2( +4) 
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ای : یو +2 >> - 4 
أ تا ( ») > ها (») 
إذن إذا كان » عنصراً من ا حال ع -© » 3ع فإنه حل للمتراجحة 
ر 

اي : » د ي 
ومنه ]-*.2]3دي (2) 
من (1) و (2) نستنتج : ي =]- "3۰ ] 
1 _ المعادلات ا تکافثة . المتراجحات المتكافئة : 
التعريف 
تكون معادلتان ( أو متراجحتان ) معرفتان على نفس ال حموعة 
متكافئتين إذا وفقط إذا كانت لما نفس محموعة الحلول . 






٭ إذاكانت ( م ) و ( م ) معادلتين ( أو متراجحتين ) متكافتتين نکتب : 
() 260 
ه مثلا : 
العادلتان س2 سح و س (س -1) =0 متکافثتان . 
إذا كانت ( م ) معادلة ( أو متراجحة ) فانه يمكن إيجاد معادلة ( أو 
متراجحة ) ( م ) مكافئة لها سهلة ا حل وذلك باستعال القواعد التالية : 
القاعدة 1 
إذا كانت تا ء ها و عا ثلاث دوال معرفة على نفس ا حموعة فان : 
« تا رس ) -هارس) ج تا( س )+ عارس) = ها رس ) 
+ عارس ) 





« تا رس ) < ها ( س ) ج تا رس )+ عا( س )< هارس ) 
+ عارس) 


با خصوص إذا كان عا( س ) = - ھا (س) فان : 
٭ تا( س ) = ها( س ) ج نارس ) -ھا(س )-0 
ESA ES‏ م2 9 
مثلا : 

المعادلة 2 س2 + 1= س2 - 2 س +1 (م) مكافئة 
للمعادلة 2 س1+2- س +2 س-0=1 


إذن ‏ (م) ك س +2 س=0 
القاعدة 2 


إذا كانت تا و ها دالتین معرفتين على نفس ال جموعة وكان ۸ عدداً 
حقیقیا غير معدوم فان : 
تا رس ) = ها رس ) = (تا(س )-2هارس) 





مثلا : 


1 
2 


أي : س:*-2س + 0-1 

أي 0 (س-0=)1 

إذن 2 س4-2س +2 -0 هه رس -1)* < 0 
القاعدة 3 










إذا كانت تا و ها دالتين معرفتين على نفس المجموعة وكان 2 عددا 
حقیقیاً غير معدوم فان : 
« تا( س ) < ها( س ) ج 3 تا( س ) < 2 ھا (س ) إذا كان 
3 موجباً 
» ا (س) <هارس ) <> تا( س ) >3 ها (س) إذا كان 
۸ سالباً 
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مثلا : 
س 1 . 

الم اححهة ده > 3 2 سالا ي 6 مکافئة 
3 2 

للمتراجحة 2 س + 18 < 12 س + 3 


( بضرب طرفي المراجحة في العدد 6) 


أي : -10 س + 0<15 
بالقسمة على (- 5 ) محصل على 2س-0>3 
إذن : 
ص 1 
كل + 2<3 س += مه 2 س-0>3 
3 2 


2 العادلات من الشكل اس + -0 
2 - العادلات من الدرجة الأولى : 

التعريف 9 

نسمي معادلة من الدرجة الأولى ذات ا جھول س 
كل معادلة من الشكل !س + ب - 0 حيث ا وب عددان حيقيان 
معلومان و 071 . 







3 ب 
ما أن 0# فان : اس +ب <0 چه س ع< سب 


إذن : 
كل معادلة من الدرجة الأولى اس +ب - 0 


تقبل » في ڄ . حلا وحيداً دد | ) 
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2 - العادلات من الشكل اس + مب - 0 

لقد رأينا فها سبق أن کل معادلة من الشکل !س +ب - 0 
تقبل حلاً وحيداً إذا كان 041 . 

لندرس الآن الالة التى يكون فا 0-14 . 

0اه اس دن ک0 کی وی نے0 

أي 0 س = دب 

الطرف الأول هذه المعادلة يساوي الصفر مها يكن العدد الحقیتی س . 
أما الطرف الثاني (- م) فهو معطى : 

ه إذا كان م =0 فإن كل عدد حقيق س محقق المساواة 

اس کر تن کل ماوت اس كين 

ه إذا كان ب 07 فانه لا یوجد أي عدد حقبتی س يحقق الساواة 


0س = دوهف 
وبالتالي المعادلة 0 س = -ب لیس لما حل ي ۲ 
اخلاصة : 





لتكن 3 في ع 3 المعادلة اس + م - 0 
ولتكن ي محموعة حلوها . 


ه إذا كان 0# فان ا 
0 






« إذا كان 0-14 و م-0 فان ي- ۲ 
ه إذا كان 0-1 و م02 فان ي=م 


مثال 1 : 


: ص 1 
نعتبر » في 2 . المعادلة س +2<3س+- (1) 
3 2 
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لدينا : 
سس 1 
3 2 
جه 10-15 س 
3 
جه س کے 
2 5 
إذن المعادلة (1) تقبل » في ۰2 حلا وحيداً هو ل 
2 


3 ١ 
ومحموعة حلوفا هي ا‎ 


مثال 2 : نعتبرء في ۰۲ المعادلة : 
3 3 س +4)-2 س <5(س -1)+2 (س +1) ك۵ 
ج 7 س +12 =7 س-3 
العادلة (2) لیس فا حل 
و محموعة حلوفا هي 4 . 
مثال 3 : نعتبر » ي ۰ العادلة : 
2 س -5 4 س-2 4 


سح 63 
3 6 3 


لدینا : (3) حه 2(2 س - 5 )-4 س - 8-2 
ج 4 س -10 =4 س - 10 
جه 0س -0 

إذن کل عدد حقینی هو حل للمعادلة (3) 

و مجموعة حلوفا هي ] . 
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3 - التراجحات من الشكل اس + ب <0 
3 - ال تراجحات من الدرجة الاو : 
التعريف : نسمی متراجحة من الدرجة الأولى ذات اٹ جھول س كل 
اجکی الكل تر دی 0 
(أواس +ب<0 أواس +ب >0 أو اس + مب >0) 
حيث ! و م عددان حقيقيان معلومان و )0 
حل المتراجحة من الدرجة الأولى !اس + مب <0 
7 : اس + ب <0 جه اس <-ب (1) 1 
عا أن 01 فانه يمكن ضرب طرثي التراجحة (1) في العدد ل 
فنحصل على : ١‏ 


ص 
س <- ل إذا كان ! موجبا . 
۱ 


1 موب 


اود ا إذا کان ! سالباً . 


ادن : 
ه إذا كان !> 0 فإن محموعة حلول ال تراجحة اس +ب <0 
هي احال ] ت ] 

۔ 1 


۰ إذا کان ) < 0 فان حموعة حلول المراجحة اس + م < 0 


هي احال ۱ سی + 0 ۱ 
و ۱ 


مثال 1 : نعتبر » في © ۰ ال تراجحة 
4 س + 7> 5 س +2 - ( 3 س + 5) (1) 
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لدينا : , 
(1) حه 4 س + 7 > 5 س +2 - 3 س - 5 

ہے 4 س + 7 > 2 س - 3 

ج 2 س > - 10 

جے س > - 5 
إذن مجموعة حلول المتراجحة (1) هي المجال [ -5 ۰ +©*[ 
مثال 2 : نعتبر » في © » المتراجحة : 

۰ 2 س - 1 10 مس ا 





(2) 
2 6 3 


لدینا : (2) <> 2 (2 س -1) -(س +1) <2(3 س +5) 
جه 4 س -2 - س -1 < 6 س + 15 
ج 3س <18 ۱ 
جه س>-6 
إذن مجموعة حلول المتراجحة (2) هي ا جال ] - 6 ۰ +* [ 
3 9 التراجحات من الشكل اس + ب <0 
لقد تعرفنا فيا سبق على حلول التراجحة اس + م <0 4 1 0# . 
لندرس الآن الحالة الي يكون فا =0 . 
في هذه الخحالة المتراجحة اس + م <0 تكتب : 
مس +<0 أي 0س <- دب 
الطرف الأول غذه المتراجحة يساوي الصفر مها یکن العدد الحقيق س . 
أما الطرف الثاني (-ب) فهو معطى : 
ه إذا كان ب > 0 فإنه لا يوجد أي عدد حقيتي س بحقق التباينة 
0س <- مف و بالتالي 
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التراجحة 0 س < -ب ليس ھا أي حل في ۲ . 
إذأً حل للمتراجحة 0 س <-ب 


اخلاصة : 


لتكن ۰ في ج > التراجحة اس + مب <0 
ولتکن ي مجموعة حلوفا . 


مب 
إذا كان !> 0 فان رد ہریت ۱ 


۱ 
مب 
إذا كان !< 0 فان ي = ۱ دا 
: 
إذا كان ٥-٥‏ و ف <0 فان ي = چ 
إذا كان 0=1 و >0 فان ي = 










حل ۰ ي 2 ء ال عادلة ذات ا جھول س 


س + 3 5 





ج بح ج جص ,ر( 
س - 2 (3- س )( س -2) 


تکون العادلة (1) معرفة إذا وفقط إذا كان : 
س - 072 و (3- س )( س  )2-‏ 0 
أي س 2# و س 3# 

و بالتالي تكون محموعة التعريف ف اذه المعادلة 
ف دخ -ر2ےھ 3) 
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مها يكن س دف لدینا : 
+4 3 5 
س بسح الس ےن 
س -2 (3-س)(س-2) 
7 رس + 3 ) ( 3 - س)-5 
(3-س)(س-2) 
ج (س +3()3-س )-0=5 


(1) ہے 





0 


کے س*- 4 =0 
ج (س +2)(س-2)-0 
جه س =-2 أو س -2 
جه س =-2 (لأن 2 ف) 
إذن : 
مجموعة الحلول للمعادلة (1) هي ي =[-2) 
التمرين الثاني : 
حل » في ۲ ء العادلة ذات احهول س : 
3 س +۱2 س +1 -<4 )0( 





لضع (س ) > 3 اس +۱۱2 س + 1 | 
ولنكتب ك رس ) بدون استعال رمز القيمة المطلقة 
لدينا : 

اس +2|<س +2 إذا كان س > -2 


ت 


و 


[ - > إذا كان س‎ e 
و‎ 
اس *1(|<-س -1 لذا كان س<-1‎ | 
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الحدول التالي یبین كتابة ك ر س ) حسب قم س . 





۰ ي احال ۰-۲ -2] لدينا : 
9 


2 
9 9 
لسدد | ( هو حل للمعادة (2 لان [ 06 
2 2 


ينتمي إلى ا جال ] -ه . -2 ] 
٭ في المحال (-2ء -1] لدينا : 
3 


جےھے رك سح 


4 
3 ۲ 3 
اسد | - ) ليس حلا ده( لا[ -- ) 
4 4 
لا ينتمي إلى احال [ - 2 ۰ - 1] 
ه في ا حال 1-1 + 0 [ لدینا : 
(2) جه 2 س + 5 - 4 
1 


مھ پ ا جس 


2 


س 
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1 1 
اسد ( سا سے ( حل للمعادلة (2) ان[ ) ينتمى إلى 
2 2 ی 


احال 1-3 ۰+( 
9 1 
ه إذن محموعة حلول العادلة (2) هي : ۱ تست فا سے ۱ 


التمرين الثالث : 
حل ۰ ي ء العادلة ط (طاس -3) <س +3 (3) 
حيث س هو ا جھول و ط عدد حقیق معلوم نسمیه وسيطا . 






لدینا : (3) ج طس - 3 ط <س + 3 
ج ط2 س - س ے3 ط + 3 
ج ( ط2- 1) س -3(ط+3()1) 
الناقشة : 
« إذا كان 0-1-2 أي ط =1 أو ط =- 1 فان العادلة (3) 
ليست من الدرجة الأولى : 
- إذا كان ط -1 فان (3) تکتب 0س -6 
و مجموعة حلولها هي ٩‏ 
_ إذا كان ط --1 فان (3) تکتب 0 س =0 
و حموعة حلوفا هي ] 
٭ إذا كان 071-۶ أي ط 17 و ط 1-7 
فإن العادلة (3) من الدرجة الأول وها حل وحيد هو : 
3-- ی 3 


ي 
ط2 - 1 ط - 1 
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لتکن ي و ي محموعتي حلول ا لتراجحتین (أ) و (ب) على الترتيب . 
حموعة حلول ا حملة (ج) هي ا حموعة ي اير . 
٭ لنعين ا حموعة ي, 


£ 1 
لدینا : (ا) ہے 3+1 <3 س +- س 
2 


ه لنعين احموعة ي 


لدینا : (ب) 847 


3 
جے 8< س 
2 


16 

جے ساب < سس 
3 
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حل ۰ في ج »> المتراجحة : 
(2-۔ط) س <3 (ط +1) 
حیث س هو ا جھول و ط وسیط حقبتي . 





٭ إذا كان 2 - ط =0 أي ط >2 فان التراجحة (م) 
تكتب 0س <9 ومجموعة حلوها هى ا حموعة ج 
ه إذا كان 2-ط >0 أي ط <2 فان : 
3(ط + 1) 
(2 <ط ) س <3 (ط +1) جس < سس 
2 -ط 
7 1 3 + 1) 
وججموعة حلول (م) هي الخال | ده 
1 2-ط 
٭ إذا کان 2- ط <0 أي ط >2 فان : 
3 +1) 
2-ط 
3 +1) ۱ 
سب کک 0ل 
2-ط 


(2-ط)س <3(ط+1) ج س > 


وحموعة حلول (م) هي اد : | 
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العادلات والتراجحات من الدرجة الثانية 


1 العادلات من الدرجة الثانية 
1 9 التعریف 
نسمي معادلة من الدرجة الثانية ذات ا جھول ا حقیتی س 
کل معادلة من الشکل اس + ب س + <-0 





حيث )ع ب ء < آعداد حقيقية معلومة و 07۲ 


1 - حل معادلات بسيطة من الدرجة الثانية 


حون 0:5 او و شا 
إذن : 3 
3 
۳ ع6 هما حلا العادلة 3 س + 5 س =0 
2 حل ۰ في 2 ۰ العادلة : دس -2)*- 9 
لدینا : ( س -2)2 <9 جه وس -2)*- 0-9 
ج رس -3-2)(س -3+2) - 0 
> رس - 5 ) (س +1) - 0 
جه س =5 أو س < - 1 
ادن : 
5 و (-1) هما حلا المعادلة (س -2)2 - 9 
3 حل » في ج ء العادلة : س +6 س - 0-7 
لدینا : .سن ند 6 من کی +3.2 س +(3(<2)3) 
درس +9-2)3 
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ومنه : س6+۶ س -7<(س +3)*-9- 7 
درس + 2)3 - 16 
= ( س +3 -4)(س +4+3) 


= ( س -1) «س + 7) 


إذن : س6+۶ س - 0-7 حه رس -1) (س +7) - 0 


4 حل » فی ۰ العادلة س۶-س +1 -0 


1 2/1 
لدینا : س س تیه -2 × سس +[ 2 ) ۳ 
2 


2 
) 1 7 1 
2 ۱ 4 
2 7 
2 4 
۱ لان 2 3 
2 4 
1 1 2 
نلاحظط انه : سدع | رک 0 
1 2 3 
2 4 
إذن المعادلة س2 - س + 0=1 لا تقبل أي حل 
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5 3 
لدینا : 2 س5-۶من +0-3 مد[ سکس =0 
2 2 


إذن :و1 ها حلا الماداة 2 س2 - 5 س + 3 =0 
1 - الشكل الموذجي لكثير الحدود من الدرجة الثانية 
لیکن +1 س2 + م س + < کثبر حدود من الدرجة الثانية . 
ما أن 071 فان : 

ص => 
اس + ماس +> -<ا ۱ سر + - س + س | 


ا 1 
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(ذن : 


عکن كتابة كثير ال حدود 





ب2 - 4ا < 


1 حل معادلة من الدرجة الثانية 
لتكن المعادلة من الدرجة الثانية اس + م س + <<0 (1) 
لدینا : 


ت 2 ب2 - 4 != 
(1) ہے )ا ۱ س + = ) پا سر نتم | = 
۱2 4 2 


( باستمال الشکل الفوذجي ) 


تع ۳ ب2 - 4 ا < 
ای نت دح 0-2 (لان اب 0) 


24 





نلاحظ أن الطرف الأول هذه العادلة مربع فهو إذا موجب . 
أما الطرف الثاني فهو کسر مقامه موجب تماما واٍشارته ردا هى إشارة بسطه 
الذي يسمى هميز المعادلة و يرمز إليه بالرمز ۵ 


إذن : 


الحالة الأولى ۵ < 0 


بے ۶ ۵ 
العادلة (2) تكتب : ) += ) حلا (3) 


2 


<| شع ( سعد ) »5 | 
C3, 9 ۲ >‏ بل سس < 0 
24 2 


فإنه لا يوجد أي عدد حقیتی س يحقق العادلة (3) 
إذن : في هذه الحالة لیس للمعادلة (1) أي حل . 





ما أن 


الحالة الثانية ۵ - 0 
العادلة (2) تكتب : ) += ) =0 
12 
7 ہم صب 
۳ += ) ) += ) = 0 
12 12 
ص 
إذن المعادلة العطاة ها حلان وین | تم 
12 


العدد ۱ توت ( يدعى حلاً مضاعفا لهذه العادلة 
2 
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اخالة الثالثة ےہ > 0 
کن كتابة د على الشکل [ 3" ۱ والعادلة (2) تصبح مكافئة 


للمعادلة التالية : 
e‏ ا 
2 2 


۱ عاد ب ۷ھ 
(ge)‏ 





12 12 12 12 
E EE‏ 
76 و و ا کھت ہاج ہا 
12 12 
إذن : في هذه الحالة العادلة المعطاة لما حلان معایزان هما : 
۱ - ب - اب2 - 4اس : | حاب +لاب2- 4< 
ر2 بے جج ا رت ہے لس 
12 12 


لتكن ۰ في ج ء العادلة من الدرجة الثانية : 

س + ب س +0 (1) ۱ 

ولیکن ۵ مميزها ره ب۶ -۱4م) 

٭ إذا كان 4 <0 فان العادلة (1) لا تقبل آي حل . 


ه إذا کان د =0 فان العادلة (1) تقبل خلا ا فا .53( 
2 
٭ إذا كان ۵ > 0 فان العادلة (1) تقبل علق مایزین هما : 


مہ ار E.‏ 


ستھک 7 





ملاحظات : 

1) من الدراسة السابقة نستنتج أنه إذا كان للمعادلة من الدرجة الثانية 
س + م س + << 0 
حلان س" » س“ فانه عکن كتابتها على الشکل : 
ا(س -س')(س -س؟) < 0 

2 إذا كان العددان ا حقیقیان ٢ء‏ < من إشارتين مختلفتين فانه یکون 
<<0 ومنه ب-4 1= >0 
وبالتالي المعادلة )س2 + م س + ح=0 تقبل حلين متايزين . 

3 إذا كان ب = 2 م فإنه عکن أن نکتب: 
ه-(2هب)14-2ح أي ۸ =4[ پس -!<] 
إشارة د هي إذاً نفس إشارة العدد رب< -1<) الذي يدعى المميز 
احتصر ویرمز اليه بالرمز ۵ ۱ 
إذا كان مب-2 ب وکان 0۸۵ فان عباريي ا لین س' و س" 





المعادلة 7 من الشکل وت - 0 
! ح - 2 0 ب = 3 ¢ جس 5 


لدينا ۸ = ب ° - 4 != 
ےر - 4-23 (-2) (5) =49 
عا أن ھ > 0 فالعادلة (1) تقبل » في ج ء حلین متايزين هما : 
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مثال 2 : حل » في عء العادلة : می*-2 3۷ س + 3 - 0 (2) 
العادلة (2) من الشکل اس + بس + <- 0 
اک ےرات ف ات 
لدینا : ۸ <ب4-2اج 
=( - 32 )4-2 (1) (3) =0 
ما أت 4 =0 فالمعادلة (2) تقبل » في ج ء حلاً مضاعفاً 
. 


هو سے س"- سے 
12 


M2, | 


اي سن جا س 
2 





مثال 3 : حل ؛ في ج ؛ المعادلة : - 2 س + 6 س-0=5 (3) 
العادلة (3) من الشكل )س2 + م س +<ح-0 

1--2 + ماح 6 4 جع 5 

لدینا : ۸ب -- 4 ) سح 


-4-26(-2)(-5) 
=4 
ما أن ۸ <0 فالعادلة (3) لا تقبل حلا . 
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المعادلة 0 من 5 
3-1 › ماع26 ؛ ح-1[6 
لنحسب المميز ا ختصر ۵" 

۸ = دب2 داح 


121-)16(3-2)13(- ۵ 


عا أن ه' > 0 فإن المعادلة (4) تقبل حلین هما : 


7 سای" ۵ 7 حي او 

سے لل مهمه و حے سس 
٦‏ ۱ ف ۱ 
7 

+ -۷7-13 121 7 13 + 121۷ 
ساس سے و" 

3 3 

۶ , 0 2 
أي : س --8 و نپ 


ملاحظة : لحل العادلة (4) عکن استعال المیز ۵ 
فنجد ۸ = 484 وا لحسابات تکون أكثر صعوبة 
مثال 5 : حل ۰ في ۲ ۰ ال عادلة ۳ 
EE OE)‏ 1س EE‏ (5) 





حيث س هو ا جھول و ط وسيط حقی 
1ء إذا كان ط - 1 - 0 أي ط = 1 فان المعادلة 
7 تکتب 4س + 1 < 0 


7 1 
فهي إذا معادلة من الدرجة الأول وها حل وحيد هو ) ۴ 


41 


2ء إذا كان ط - 071 أي ط17 فإن العادلة (5) 
تصبح معادلة من الدرجة الثانية وهي من الشکل 
س + ب س + ح - 0 : 
احط - 1 ؛ مب-2 (ط+[1)؛ ححط 
لنحسب المميز ا ختصر ۸ : 
۸= (ط +21 -ر(ط -1) (ط) 

115 


۱ 1 
ذا كان 3 ط + 1 <0 اي ط < -- فان 
3 
المعادلة (5) لا تقبل حلا . 
م 1 
- إذا كان 3 ط + 0-1 أي ط = -- فان 
3 
المعادلة (5) تقبل حلاً مضاعفاً 
2 + 1) : 1 
2 (رط-1) 2 
- إذا كان 3 ط + 1> 0 
9 1 
اي ط د | کو | u‏ | ” ۱ 
3 
فان العادلة (5) تقبل حلین معایزین ہما : 
-رط + 1) - 3۷ ط +1 
ط - 1 


-رط +1) +3۷ ط +1 


ط - 1 


7 


س 


7 


سس 
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2 - التراجحات من الدرجة الثانية 

2 - (شارة كثير الحدود من الدرجة الثانية 
لیکن تا( س ) کثیر حدود من الدرجة الثانية 
تا رس ) = اس + ماس + <> (0#۲) 

لقد رأينا فیا سبق آن : 


8 14-2 
س + ب س + < = | سبح )" بح اا مه ۱ 
12 24 3 


ف 2 ۸ 
اي نارس ) = ۱ ) = ) | 
12 4 21 


لدینا ثلاث حالات حسب إشارة ۵ . 





الحالة الأولى ۵ < 0 
١ 56 ۱ ٠‏ 0 - 0 
ما أن : ۷سد دجت E‏ وب ا > 
2 4" 
۱ ری ١‏ گے >0 
فإنه لاس د 7ت ی 
سك پوت 4 2 
وبالتالي تا (س) لا ینعدم واشارته هي إشارة ؛ وهذا مها يكن العدد 
الحقیتی س . 
الحالة الثانية .م = 0 
ت 2 
في هذه ا الة يكون =( += ) 
12 
8 ف 
E‏ 


43 


وإشارة تا رس ) هي إشارة ! من أجل کل عدد حقيتي س يختلف عن 


کڈ" 

2 
الحالة الثالثة ۵ > 0 
في هذه الحالة يكون 
۱ وتان و کب صا 
تا(س)-) | س ا بن ج 

2 12 
أي تا( س )=( س -س') ( س -س؟) 
NEE‏ و تچ 


3 ۳ ”7 
بو رت ہے با ہے وس 
66 7 2 


ينعدم تا( س') من أجل س = س' أو س = س” 

وإشارة تا رس ) هي إشارة الجداء اس -س') (س - س”) 
مها يكن س یختلف عن س' و س“ . 

بين الجدول التالي إشارة تا ( س ) ( بفرض س' < س” ) 





اخلاصة 
لیکن تا (س ) كثير ا حدود من الدرجة الثانية : 

تا رس )۔-اس* + ب س + < 
وليكن ۵ ميزه ( ۸= س*-14<) 
» إذا كان ۵ < 0 فان تا رس ) لا ينعدم وإشارته هي إشارة ) وهذا 
مها یکن العدد ا حقیتی س . 


ه إذا کان 0-۵ فان تا(س ) يقبل جذراً مضاعفاً ۱ فك 





وإشارته هي إشارة / وهذا مها يكن س بختلف عن [ 


ه إذا كان د >0 فان تا (س ) يقبل جذرین مایزین 
س' و س" «(س <س") وإشارة تا (س ) هي : 
إشارة 9-)) إذا وفقط إذا كان س د ] سٴ 6 س 1 


إشارة ) 
س" < س 
=0 ي ییحی تحت ا ن 
إشارة ) إشارة ! 
7 , 


إشارة ! إشارة ()(-!) اشارة ! 
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2 - حل متراجحة من الدرجة الثانية 

نسمي متراجحة من الدرجة الثانية كل متراجحة من الشكل 
س + م س + << 0 (أو اس*+ب‌س +<0 
أو س + م س + < > 0 أو س + ب س + ح > 0) 


حيث ۱ء بء؛ < أعداد حقيقية و 071 


يول حل المتراجحة من الدرجة الثانية اس + م س + <<0 (1) 
إلى دراسة إشارة كثير الحدود (اس* + م س +<). 
وتعيين مجموعة قم س التي حقق (1) 





المتراجحة (1) هی متراجحة من الدرجة الثانية . 

لندرس إشارة كير احدود (2 س*-3 س +1) 

لدینا : هم (-1()2(4-2)3)-1 

إذن کثر الحدود (2 س - 3 س + 1 ) يقبل جذرين معایزین ما : 


13 ہے LEI‏ 
جن ہت 








1 ۲ 
تس و س 
4 2 4 
بما أن معامل س* موجب فان کثیر الحدود (2 س - 3 س + 1) 
- ۲ 1 
یکون سالبا ماما إذا وفقط ادا كان س 5]- ۰ 11 
2 ۰ 


1 
إذن : محموعة حلول التراجحة (1) هي انحال : ]- 11 
۱ 7 
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مثال 2 : حل ۰ في ۰۲ التراجحة : 
2س - س + 1 >0 (2) 
- المتراجحة (2) من الدرجة الثانية . 





لدينا : مح<(- ۶/1 -4(+2)(+1) <- 7 

وھ سال اما معان .عر سس راک تیوه 
(2 س*-س +1) موجب تماماً مها يكن العدد الحقیتی س . 
إذن : ۱ 
مجموعة حلول التراجحة 2 س* - س + 1 > 0 هي المجموعة ج 






مثال 3 : حل » في ۰۳ التراجحة : 
-4 س +2 س - 1 > 0 (3) 
المتراجحة (3) من الدرجة الثانية 
لندرس إشارة كثير الحدود (-4 س2 +2 س -1) 
لدينا : 4= (2)1-(-4) (-1)=-3 

عا أن ۵" سالب ومعامل س2 سالب فان كثير الحدود 






( - 4 س +2 س -1) سالب تامًا مها يكن العدد الحقيقي س . 


إذن : 


مثال 4 : حل ۰ يي ج » الحملة التالیة : 
2س2- 3س +0>1 () 


(ج) م و 
- س +2 س + 0>2 (ب) 





لتكن ي و ي, مجموعتي حلول المتراجحتين (أ) و (ب) على الترتیب . 


حموعة حلول الجملة (ج) هي ا حموعة ي ٣ي‏ 
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تعيين احموعة ي 

لدینا ه-(- 1()2(4-2)3)-1 

كثير الحدود (2 س - 3 س + 1 ) يقبل جذرين مایزین هما : 
9ت1 1 1+3 


7 , 


سے ےس و س “سے ے 
4 2 4 
كر را ]ذا وف نا کات 


1 
س ينتمي إلى اڈ | ۱ 00 ۱ 


أ : 


=[ ]ه [ بت | 


4 4/4 
تعيين ا حموعة ي 
لندرس إشارة كثير الحدود (- س2 +2 س +2 ) 
لدينا : ۵ - (2)1 -(-2()1)-3 
كثير الحدود (- س2 +2 س + 2 ) يقبل جذرين متّايزين هما : 
۱ 2 اد ۱ 
1 


EE 
تج سا‎ 


ما أن معامل س2 سالب فان کثیر الحدود (- س2 +2 س + 2 ) 
يكون موجباً تماماً إذا وفقط إذا كان 
س يتتمي إلى ا جال ]1 - 3 » 1 +3۷ [. 
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ي ]3۷-1 1+ دہ 
301 ار وت 


oR 
أذ 4 ل الحملة رح‎ 

إذن مجموعة حلول ام رہ( هي برچ 41 4 4ب 

دحج ۲اك -ے دنه 


ي ہي =] 3-1 شع ناد 731۰ 
مثال 5 : لتكن اا 
(ط - 1) س +2 (ط +1) س +ط <0 (5) 
حیث س هو انحهول و ط وسيط حقيتي 
ولتكن ي محموعة حلوفا . 
1) إذا كان ط - 0-1 أي ط -1 فان : 
التراجحة (5) تکتب : 4 س +1 <0 وهي متراجحة من الدرجة 


الأول ۱ 
1 


2 إذا كان ط -1 0# أي ط 17 فإن التراجحة (5) 
تصبح متراجحة من الدرجة الثانية 
لنضع تا رس ) = (ط -1) س +2 (ط +1) س +ط 
٭ إشارة مميز تا(س) 
۵ <رط +201 -ط ر(ط -1) 
۵ < 3 ط + 1 


=0 جم ط = - 
3 


>0 ہے اط > -— 
3 
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٭ إشارة معامل س2 
معامل س* ہو (ط -1) 
ط- 0>1 ج+ط > 1 





1 
٭ إذا كان ط ۰-۲ --[ فان ه'<0 و (ط -1) <0 
3 


إذن : لاس دغ تا(س )<0 
ومنه ي = 6 


1 
٭ إذا کان ط د] -- 1[ فان 0>۸ و (ط -1) <0 
3 


إذن : تا( س ) يقبل جذرین متايزين س و س (س'ٴ<س“) 
تا(اس )<0 ج س ودع -ه . س [لا] س "۰ +۰ [ 
ومنه ي =]-*› س [لا]س "۰ +*1 
٭ إذا كان ط د ] ۰1 +[ فان ۵ >0 و رط -1) > 0 
إذن تا رس ) قبل جذرین متايزين س و س“ (س <س") 
تا ( س )<0 ج س د]س ‏ س [ 

ومنه ي<]س ۰س [ 

1 
« إذا كان ط = -- فان 0-۵ و (ط-1 <0 

3 
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7 : ط +1 /. 1 
إذن تا رس ) یقبل جذرا مضاعفا هو | - کال نے 


ط - 1[ 


1 
۷ س دج - 7 1 تا (س) <0 


1 
سب + ]| 
2 


و صن ہا او ہے 
e 0‏ 1 
4 


3 - محموع وجداء حلي معادلة من الدرجة الثانية : 
ك حموع وجداء حلي معادلة من الدرجة الثانية : 
لتكن المعادلة من الدرجة الثانية : 
س + ب س + ح- 0 (1) 


وليكن ۵ میزها 
إذا كان ھ > 0 فإن العادلة (1) تقبل حلین متايزين أو متساويين ها : 
1 یک ِ ۳ 7 
جس وتوہ وہر دس رجا 
2 ۱2 
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, 7 و E‏ 
س × س = سسسسج 
12 12 
ب2 حدم 
4 2 
ف > وت ۱ 2) 
2)4 
14~ 
4 21 
7 ۵ ےھ 
س .س 89 


3 ۔ حساب أحد الحلين ععرفة الآخر : 
لتكن المعادلة من الدرجة الثانية : 
!س + م س + ح =0 
وليكن » حلا معلوما غذه المعادلة . 
عکن حساب ا حل الثاني 8 باستعال إحدى المساواتين : 


بوب > 
» + مع سد + سچ 6م = ہم 
0 0 


2 


مثلا : 

لتكن العادلة 2 س2 - 3 س +1 -0 1) 
نلاحظ أن العدد 1 هو حل لمذه المعادلة 
إذن الحل الثاني هو العدد 8 حيث 


3 اشارة حلي معادلة من الدرجة الثانية 
يمكن تعيين إشارة حلي معادلة من الدرجة الثانية بدون حسابپا عملياً 
وذلك بدراسة إشارة جدائہما و إشارة مجموعها . 
بالفعل : 
٭ تكون لعددين إشارتان مختلفتان إذا وفقط إذا كان جداؤهما سالباً تماماً . 
» تكون لعددين نفس الإشارة إذا وفقط إذا كان جداؤهها موجباً تماماً 
وتكون عندئذ إشارتهها هی إشارة مجموعها . 
ينتج من ذلك ما يلي : 
إذا كانت !س + ب س + ح - 0 (1) معادلة من الدرجة الثانية 
وكان ۵ مميزها فان : 
=> للمعادلة (1) حلان / 
وا <0 جے ۱ 
إشارتاهما مختلفتان 


للمعادلة (1) حلان ( 


للمعادلة (1) حلان 
سالبان تماماً 





53 


أمثلة : 
1) العادلة 3 س +5 س - 1 - 0 هي معادلة من الشکل : 


)34 ) بے +5 ؛ >=-]1 
.> -[ 1 

لدينا : ساعد = 
اد 9۳ 3 

ما أن < 0 فان هذه العادلة تقبل حلین إشارتا ما مختلفتان . 
1 

2) المعادلة 2 س* - 5 س + 3 =0 هي معادلة من الشكل 

1= +2 + بی =-5 ؛ >=+3 


لدينا : 
> 3 
س الإ ہے 
1 2 
۵<(-5)*-2(4) (3) < 1 
ب 5 5 
سے سج اس م ججح لالم 
1 2 2 
بان | هوه »02-0 ] فإن هذه المعادلة تقبل 
حلین موجبین تماما 


3 المعادلة س*+ 10 س +21 =0 هي معادلة من الشکل 
اس + ب س + <- 0 

=1 ء م -10 . >= 212 

لدینا : 

21 = 


4 < 21 - 5 
10 - 


۱ 
|= < )|س 
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بان | وه هر ده ] فإن هذه العادلة تقبل 
حلين سالبین تھاماً 
3۔ تمرین محلول 
ناقش » حسب قم الوسيط الحقيتي ط » وجود و شارة حلول 
المعادلة : 
(ط+2)س2-(ط+4)س +2-ط =0 (1) 
ه إذا كان ط +2 -0 أي ط --2 فان المعادلة (1) تكتب : 
-2 س +4 -0 وتقبل حلا واحداً موجبا هو 2 . 
٭ إذا كان ط + 02 أي ط 2-7 فإن العادلة (1) 
من الدرجة الثانية وهي من الشکل اس +ب س +ح-0 






1= ط +2 ؛ ب -- وط +4) ا 2-2 -ط 


لدنا * ح2 -ط 

1 1 ط+2 

إشارة 7۳ هي شارة احداء ( 2 - ط ) ( ط + 2 ) الذي هو كثير حدود 
من الدرجة الثانية جذراه (-2) و (+2) 

ومعامل ط* فيه هو (-1) . 

۵ درط +4-۶)4(ط +2 (1-2ط) 

< 5 ط ۶ + 8 ط 


8 


ط* فيه هو (+5) 
ب ط +4 


4 ط +2 
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دة | 6 هي اشارة الجداء رط +4) (ط +2) الذي 


هو كثير حدود من الدرجة الثانية جذراه (-4) و (-2) ومعامل ط2 
فيه هو (+ 1 ) 
۳ الحدول التالي إشارة کل من ١‏ وهو[ )وتان الممكئة 








1 - عمومیات : 
1 - الدوال العددية لتغرین حقيقيين : 
تسمى كل دالة للمجموعة × ج ي احموعة ج دالة عددية لمتغيرين 
أمثلة : 
1) الدالة تا للمجموعة ۲ »اح ني المجموعة ج العرفة کا يلي : 

تا( س »ع ) = س +ع - س +ع +1 

هي دالة عددیة للمتغيرين ا حقیقیین س ۰ ع : 

مجموعة تعريفها هي 1< ] . 

لدينا مثلا : تا (1 0) = 1=1+0+1-0+1 

تا (۰0 3=1+1+0-1+0=)1 


2) الدالة ها للمجموعة ج × 2 ي ا حموعة ج العرفة كما یل : 
هی دالة عددیة للمتغيرين ا حقیقیین س ۰ ع ۱ 
مجموعة تعريفها هي ڄ × . 
لدينا مثلا : ها(011 2) <3 2-1 2 + 5 < 4 
ها 1 › 4) < 4213+ 5 < 0 
3 الدالة لا للمجموعة ج <۲ ي احموعة ج العرفة كا يلي : 
ا ۷ 
س 
هي دالة عددية للمتغيرين ا حقیقیین س ۰ ع . 
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مجموعة تعريفها هي ۰۲« 7* 5 


1 


3-1 +1+1- 1 ۰1۷ 

1 العادلات ذات مهولن حقیقین : 
نسمي معادلة ذات ا جھولین ا حقیقیین س »ع كل معادلة من الشکل 
تارس ٠ع‏ ) =0 حیث تا هي دالة عددية للمتغیرین ا حقیقیین 
س ‏ ۶6 . 
إذا كان تا رس »ع ) كثير حدود من الدرجة الأولى نسمي العادلة 
تا دس »ع ) = 0 معادلة من الدرجة الأولى ذات احهولین س ۰ ع . 
نسمي حلا للمعادلة تا( س ۰ع ) =0 کل ثائیة (رس, ۰ع,) من 
ڄ “اخ محقق الساواة تا( س ٠ع‏ )=0 . 
حل المعادلة تا رس ع ) =0 هو تعيين مجموعة حلوها . 
أمثلة : 
1) في 2 × ج المعادلة س + ع2 - 2 س + 4 ع =0 

هي معادلة ذات المجهولين الحقيقين س » ع . 

الثنائية ( - 1 . --1) هی حل لهذه المعادلة 

الثنائية ( 1 » 0 ) ليست حلا لهذه المعادلة 
2 ي خ × ج المعادلة : س + 2 ع - 0-3 هي معادلة من الدرجة 

الأول ذات ا جھولین الحقيقيين س » ع . 

الثنائية ( 1 ء 1 ) هی حل هذه المعادلة 

الثنائية ((- 1 ء 3 ) ليست حلا هذه المعادلة ۔ 
3 لتكن . في ج كاج ء المعادلة من الدرجة الأولى ذات ال جھولین 


س اع : 3 س ع + 0-4 )1) 
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يمكن كتابة (1) على الشكل ع - 3 س +4 
محموعة حلول العادلة (1) هي المجموعة < حيث : 
حعے((س عع )223 : س د] وع >3س+4) 
- العادلات ا تکافثة : 
٭ تكون العادلتان تا رس ء ع ) - 0 و ها رس ۰ع) = 0 متکافتین إذا 
وفقط إذا كانت هیا نفس محموعة ا حلول . 
نكتب عندئذ : تا(س ۰ع)-0 حه ها رس ۱ع)-0 
تج نا و ها دای عدديتين للمنقرين التي من +ع ون عل 
نفس ا حموعة ولیکن ك عدداً حقيقياً غير معدوم . 
لدینا : 
تا رس ۰ع)<0جه تاوس ۱ع)+ھا(س ۱ع )<>ھا(س ۰ع) 
تارس ۰ع) =0 ص ۵× تا(س »ع )=0 
1 ۔ جمل معادلتين : 
لتكن تا( س ۰ع)-0 و ھا(س ۰ع) =0 معادلتين للمجھولین 
سدع 
کل ثنائية رس ۱ع ) نحقق في ان واحد الساواتین 
تا ( سر ۰ع )=0 و ھا(س ۰ع )=0 تدعی حلا للجملة 


تا( س ۰ع) =0 
ها رس ۰ ع) = 0 
حل هذه ا حملة هو إبجاد محموعة حلوضا . 
تکون جملتان متکافتتین إذا وفقط إذا كانت ما نفس محموعة ا حلول 
من الواضح أنه إذا كانت لدینا جملة معادلتین وبدلنا (حدی العادلتین 
بمعادلة مكافئة لها تحصل على جملة مكافئة للجملة الأولى . 
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2 سہ دع +1 - 0 ع = 2 س +1 
با سره +ع + س +025 7 سہ* +ع 7 + سل +5 = 0 


زيادة على ذلك توجد قواعد تسمح بتبدیل جملة مفروضة بجملة مكافة ها . 
وننص فا بي على قاعدتین من هذه القواعد وها قاعدة التعویض ( أو طريقة 
التعويض ) وقاعدة ا حمع ( أو طريقة الجمع ) 
2. حل جملة معادلتين من الدرجة الأولى لمجهولين 
2. 1. طريقة التعويض 
#اعدة : 


في ا حموعة م ×ع > إذا كانت ب 07 5 
9 س اع( اس( 


و ف 4 
اسن + لاس )+ ح- 0 
م 





۱ ۱ ۲ سم دع -۔0-3 
سو لے ے ے مو رھ ا ہت 


2 س + 5ع +021 7 


ع = س - 3 


إذن مجموعة حلول الحملة المعطاة هي ((۰2 -1)) 
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إذا كان ۾ » 8 عددين حقيقيين حیث 07۰ فان 
نہ وی ET‏ 


اس +ماع +ح-0 وت / سم + ماع + مس 





۴ 3 س + 5ع - 0=1 
ور كل ےھ که و 2 سہ + 3ع + 0-7 
لديا : 
3 س+5ع- 0-1 
2 س +3ع + 0-7 


2 سب +5ع-1)- 23 +3ع +0 -0 
2 س +3 + 0-7 


ہے 


۱ 


2 سب+3ع + 0-7 


ع - 23 


مسب 


1 ص+10ع-6-2 س دوع --0-21 


2س +3 ع +0=7 
اع -23 
) سے 38 


اذن مجموعة حلول الجملة العطاة هي (( - 38 ۰ 23 )) 


2 . 3 طريقة الحدد 
لتكن جملة المعادلتين من الدرجة الأولى للمجهولين الحقيقيين سس .ع 
مہ ده 
ا س + ماع + خ-0 


61 


لحل هذه الحملة عکن استعال احدى الطريقتين ( التعويض أو ا جمع ) 
اللتين تم عرضها ني الفقرة السابقة ؛ ونقدم فیا بلي طريقة أخرى لدراسة 
هذه الحملة ٤‏ حالة : 

(اءم) يا (0.0) ورام £ )0<0( 

في الستوي المنسوب إلى معلم (م . و ۰ ی) 

المعادلة اس + ب ع +<=0 حيث (ا ب) 0۰0(7#) 

هي معادلة لمستقم (۵) والعادلة اس + ماع + > =0 

حيث (1 .ما ) #(0. 0) هي معادلة لستقم (۵) . 

الشماع شن ( هو شعاع توجیه للمستقم (۵) 


کت / 


سے ساب 5 5 0 
تکون الثنائية ( س ۱ع ) حلا للجملة › 


۵ 1 f 
0 - >+; بے بات‎ 
= 


اذا وفقط اذا كان رس ۰ ع ) احداثی نقطة مشتركة للمستقيمين (ھ ) و 


(ھ). 

نعل أن الستقیمین (۵) و (5 ) بتوازبان إذا وفقط 
1 7 

إذا کان احدد ۳ معدوما 
7 ںی 








ويتقاطعان » إِذا . إذا وفقط إذا كان هذا ا حدد غير معدوم . 
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الناقشة : 
1) إذا کان 7 7 فان الستقیمین (ھ ) و (۵) يتقاطعان ي 








مه 


إن حساب .س وع باستعال إحدى الطريقتين ( التعويض أو الجمع ) 














یت نج احا ۱ 
ا 2 00 و 
۷ ۱ ۱ 
اب | 1 
8 و / و 
5 م ۳ - 7 
2 إذا كان . | = 0 يكون الستقمان (ھ ) و (ه ) متوازيين . 
مب 





يوجد عندئد عدد حقیی غير معدوم 2 حیث : 

شش آي کا ر ی دب 

« إذا كان << 2 ح فان العادلتین اس + ماع + <- 0 

واس + ماع +<'-0 هما معادلتان لنفس الستقم . 

وتكون عندئذ محموعة حلول الجملة هي حموعة حلول إحدى العادلتین 
ه إذا كان < ۸7 < يكون المستقمان المتوازيان (ھ) و (ه ) متايزين 
تقاطعها هو ا حموعة الخالية وا لحمله » عندئذ » لیس لما حال . 
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اخلاصة : : 
لتكن ۰ في ح۶۳ء جملة العادلتین من الدرجة الأولى للمجهولين 


سس ع : 
)1( 









۷ س+ب ع + ا - 0 
١ه‏ ذا كان : اب" - با £ 0 فان الجملة (1) تقبل حلا واحدا 


٭ إذا كان اب" - ب ۲ =0 فرد ا لحملة (1) : 
إما ليس ها حل . ولما لحا عدد غير منته من الحلول . 





مثال 1 : 
لتكن » في خ ×ح . الجملة 
سو 


3 س +ع - 15 - 0 

















1 2 
لدینا : = - 5 
3 1 
عا أن محدد ا حملة غير معدوم فهي ء إذا ء تقبل حلا واحدا . 
حساب س ۰ع : 
2 10 -10 1 
1 - 15 | -15 3 
ی د تحت ۳ 
-5 با 


ا حل الوحيد للجملة هو الثنائية 4١‏ . 3) 
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مثال 2 : 
لتكن ۾ في ع ×غ الحملة 
ارت 
لدینا : 
جم ۱ 4س-6ع-2ے (1) 
1 


-2 س + 3ع = - 2س + 3ع + 0-1 (2) 


6- 4 
3 


لدينا : 








فالجملة إذاً إما ليس ها حل و اما ما عدد غير متته من الحلول . 
نلاحظ أن : 
(1) جه - 2( - 2س + 3ع +0=)1 

جه - 2 س + 3ع +1 -0 

حارم 


إذن مجموعة حلول الحملة المعطاة هي مجموعة حلول العادلة (2) 
وهي 2 
(ح) = (س ۰ ع)< ]× : س3 ]و ۶ جو ۱ 
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مثال 3 : 
لتكن ۰ في × ج »> الجملة 
اله 
3 س-6ع +0-1 
لنحسب عادد هذه الحملة 


2 1 
6- 3 


اطلق دا اما لیس ها حل وإما ما عدد غير منته من الخلول 
د = س + 2ع 2 =0 e‏ 


۱ 3س - 6ع =- 6 


3س -6 + 1- 0 


من الواضح أنه لا ھکن أن یکون (3 س -6ع) مساویا 

في أن واحد (-1) و (-6) 

إذن ا حملة العطاة ليس لما حل . 

3 حل متراجحات من الدرجة الأول ذات مهولن 

3 المتراجحات من الدرجة الأولى ذات ا جھولین 

ه نسمى متراجحة من الدرجة الأولى ذات المجهولين الحقيقيين 
س .ع كل متراجحة من الشكل تا رس ٠ع‏ ) >0 


1 تا رس ۰ع) 05 أو ترس دع ) <0 وت رس ۰ع) <0 ) 


66 


حيث تا ( س ۰ع ) ہو کثیر حدود من الدرجة الأول للمتغيرين 
ا حقیقین س ۰ ع . 

ه نسمي حلا للمتراجحة تا رس ۰ع) > 0 کل ثائية (س, ۰ع,) 
من ۲ »اج حقق التباينة تا س ٠ع‏ )>0 . 


ه حل التراجحة تا( س .ع ) > 0 هو تعيين محموعة حلوفا . 

مثال : 

في ج ×ع ء التراجحة 3 س +ع -4 <0 

هي متراجحة من الدرجة الأولى ذات ا جھولین س ٠ع‏ . 

الثنائیة (0 ء 1 ) ھی حل طذه المتراجحة . 

الثنائية (2 : 1) ليست حلا لهذه التراجحة . 

يمكن كتابة التراجحة (3 س +ع -0<4) على الشكل : 
ع <3-4 س 

محموعة حلول هذه المتراجحة هي ا لحموعة < حبث 


سے سے ( س ۰ع )3ع × : سدح وع <3-4 س ۱ 


3- إشارة راس + مع +ح) , 

المستوي منسوب إلى معلم (م »و » ي ) . 

اب ؛ < ثلائة آعداد حفیقیة حيث (١ء‏ ص ۰0 00 . 
لتکن الدالة تا لمستوي ني ج التي ترفق بکل نقطة ج ( س ۰ ع ) العدد 
الحقيق تا ( و ) = اس + بع +< 

ه لندرس إشارة تا ( د ) حسب وضعیة النقطة م ي المستوي . 
مجموعة النقط م حيث تا( و ) =0 هي الستقم (۵) الذي 
معادلته : اس + ماع + <- 0 
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ے 7 وہ 
لشماع ت( و هو شعاع توجیه للمستقم (4) 
لتكن ھ نقطة من المستقم (۵) و 
(۵) . رالشکل 1) 
< ٭ ہے 
نکن | ) مرک 22 . 
۳ 


0 31 ا ہب 






(ھ) 


لدينا : 





0# 
و ۲ 
آي +۵ م # 0 لأن 2ج لا يوازي ش ( الٹکل 1) 
من أجل کل نقطة ج من الستوي : الستقیم الذي يشل ج ويوازي 2 2, 
یقطع (4) ي نقطة وا(رس ۰ع). 
من تارج )= اس + بع +<-0 





سے کے جح 
eam olo‏ نستنتج 
س داس = ۸ي ,۽ س = س + ۸ © 
اي 
002120230 اع دع +6۸ 
إذن 


تام ) =( س + 2») + ص( ع +8) +> 
= (8+۱ب) +(اس +ع +ح) 
= ۸(» +8( 
بما أن »!+ 8 م ) عدد حقیتی ثابت غير معدوم فان إشارة 2 هي الي 
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إذاكان 11 نصف الستوي اوح اللاي ن وا شحدد با مستقم (۵) 
و 1. نصف الستوي المفتوح الاخر ا حدد بالمستقم (۵) . 
فإن العلاقة 52-4525 و تبيّن ما بلي : 
27 0 حجه و د (۵) 
۰ 7 0 حه و3٢‏ 
۰ 0۸ ص و 3 آآ, 
ومنه النتيجة التالية 







لا تتغیر إشارة العدد تا ج ) لا تتغير النقطة جني أحد نصنی 
الستوي المفتوحين ا حددین بالستقم (۵) 
۱ 5 


من أجل المبداً م للمعلم الذي احدائياه ۰0 0 ) لدينا 

تارم) =+ 1 ادن 0 ۱ 

وبالتالي یکون ( 2 س + 3 ع + 1 ) موجبا تماما من اجل کل نقطة تنتمي 
إلى نصت الط المفتوح الذي يشمل : واحدد بالستقم (2) الذي 
معادلته 2 س + 3ع +1 - 0 . 

و کون (2س *3ع + 1) سالبا ماما من اجل کل نقطه تحني إلى 
نصف الستوي الفتوح الآخر ا حدد بالستقیم (۵) 


3 3- ا حل البياني لتراجحات من الدرجة الأولى ذات مجهولين 


حسب ما سبق فان القثیل البياني حموعة حلول متراجحة من الدرجة الأول 
۱ھ( 


۲ ۱ 5 1 

مثال : 

القثیل الان محموعة حول 0 
وكا 2 ۴ 0 
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لیکن (۵) الستقم الذي معادلته : 2 س ع +5 =0 
وليكن 11, نصف الستوي الفتوح الذي يشمل المبدأ م وا حدد بالمستقم 
(۵) و آل نصف الستوي الفتوح الاخر ا حدد بالمستقم رہ( 
ا 
لنضع تا( و ) =2 س -ع + 5 
لدینا : تا( م ) = 0-0.2 +5 = +5 ادن تارم) >0 
تمثل محموعة حلول التراجحة المقترحة بنصف المستوي 11 غير الشطوب ي 
الشکال :2 
3 .4 الحل الياني حملة متراجحات من الدرجة الاو حهرلین 
لتکن الحملة : ۱ اس + ماع + <>0 (1) 
ا س+بماع + > <0 (2) 

حموعة حلول الحملة هي مجموعة الثنائيات ( س . ع ) الي محقق . 
في ان واحد. (1) و (2) . 

ان 
حموعة حلول التراجحة (1) ممثلة بنصف مستو مغلق < و حموعة حلول 
الا (2) ممثلة بنصف مستو مفتوح > 


وبالتالي : 

تكون محموعة حلول الجملة المقترحة مثلة با حموعة < 0ح . 
منال . س +ع - 3 > 0 (1) 

ا حل البياني للجملة 


2س -0<۶ )0( 
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ه محموعة حلول المتراجحة (1) و4 
مثلة بنصف مستو مغلق تخد 2 
الستقم (ه) الذي معادلته 717 

دی رون ر۲ 

(الشکل 3) 

0 000 ليست حا یں 
ترا جحة ) ( ۰ ۳ 3 

2 ر - 

لنشطب اذا نصف المستوي 260 77 ل 





الذي یشمل البداً م 
هذا نصف الستوي الشطوب یثل مجموعة الثنائیات التي ليست حولا 
للمتراجحة (1) . 

ه حموعة حلول التراجحة (2) ممثلة بنصف مستو مفتوح حده الستقم 
ره ) الذي معادلته 2س -ع-0 . 
لثنائية (0 . 1) حل للمتراجحة (2) . 
لنشطب إذاً نصف المستوي الغلق المحدد بالمستقم (4, ) والذي لا 
يشمل النقطة !(1۰0) . 
هذا نصف المستوي المشطوب بمثل مجموعة الثنائيات التي ليست حلولا 
للمتراجحة (2) . 

ه مجموعة حلول الحملة ممثلة بتقاطع نصنی المستوي اللذين يمثلان حلول 
التراجحتین على الترتيب وهو الجزء غير المشطوب في الشكل . 
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7 


1. أنجز العمليات التالية على وحیدات ا حد للمتغير س 
م عیّن ء فی كل حالة : درجة وحيد الحد الناتج : 


2 با ۱ داد اج کے 
كاتس حت ز نم 
5 2 2 
سے و سر ۳ 

7-۰ س و وق دای BE‏ ےر وک 


2 1) بسط ورتب كثيرات الحدود تا رس ) ؛ ها( س ) » عا( سس ) التالية : 


ها رس ) <س -1+س*-س +5 -(2س*-5س) 
غاس اق اس او رر سس اعت 
2) احسب ورتب ا حامیع التالية : 
هو تا(س ) +ھا(س ) +عا(س) 
٭ تا(س )- ها( س ) +عل (س) 
« - تا( س ) +هارس) -عارس) 
3. تا( س ) ؛ ها( س ) » عا( س ) كثيرات حدود حيث : 
تا ( س ) = - ش ‏ +3 س - 7 س +5 
ها ( س ) =2 س -3 س +2 س - 1 
غا وس )دحاو س اوس -2 
اح اورت كرات ادود الال ٠‏ 
ك( س )=2 تا( س ) +2 ها( س )-عا(س) 
ل ( س ) =2 ها رس ) +2 عا( س ) - تا (س) 
ط (س ) = 2 عا( س )+2 تا رس ) -ها رس ) 
م( س )= تا( س ) + ها رس ) +عا(س) 
و ( س )= ك( س ) + ل( س ) + ط (س) 
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4 تا(س) ۰ ها ( س ) ۰ عا( س ) كثيرات حدود حيث : 
تا ( س )--2 س + س*- 5 


1 
0ا ا س” + 3 س - 1 


5 3 
a 02 


سیت تا --1) ؛ ها(-2 2۷ ) ؛ ۳ 2 
3 
5. احس الجداءات التالية : 
رس*+8س*-7) (- 2 س*+س -1) 
(س"+2س*+س -1 ) ل س”-2 س + س + 1 ) 
رس" + س + 1) ( س - س +1) ( س٣‏ -1) 
6 حلل كلا من كثيرات الحدود التالية : 
1) ( 7 س -1)*-(7س -3()1س +2) 
2 ( 3-4 س )(3+2س) -2-1(2س)(3س-4) 
3 4(2 س +2 س )+2(3س+1) 
4 س5 - 9 - (4 س +5) ( س -3) 
5 4(4- س ) -( س -2) 
6 ( 5 س -10) «س -3) -3(«س*-4) 
7 «س*-16)*-(س +64" 
8 12 س*-16 س*-(3س -4) 
9 2 س*-18-(س +3) +8 س +24 
0 9 س*-12 س +4 +(6س -4) (س +4) - 18س +8 
1ع برش <1) + ۱-2 )(ع سا 
2 س اع 20 ؤسں- ٦6+719‏ سك دت 
3 (ا-ب ( 1-< ) را رام 
14( اس ع + اصع + باس ع+ اب س؟ 
73 


٩-*- *)+* 5 

6 «س*-4) +( س -8) 

7 (2 س -1) ° -8 س +1 

8 2 س ° - 6 س +6 س -2 


غارس .وها واس ) كيرا حدود حیث : 


تا ( س ) = س“ - 6 س ° + 13 س*-12 س +4 
ها ( س ) = س“ + س” +1 

عيّن الأعداد ا حقیقیة .ع بٴ ١٤ء‏ ب بحيث يكون : 
لاس دج : رس*+1س +ب) = تا( س) 
لاس دع : (س” + س +1) (س ا +اس +ب) -ها رس ). 


. تا( س) كثير حدود حیث : 


عین کثیر الحدود ها( س ) بحیث یکون : 
لاس دج : تارس)<(س +2) ها رس ) 


. ترس ) و هارس ) کثیرا حدود حيث : 


تا ( س ) = س” - 13 س*+5 س +34 

ها رس ) = س“ - س + 2 س - 1 

هل توجد أعداد حقيقية 4ب" ۱ء بء < بحيث يكون : 
لاس دخ : ( س -2) ( س + س +ب') =تا(س) 
لاس دج : ( س + س -1) ( !س + مس +<) = ها( س) 


EE gE 


تا( س ) = س" - س + 2-2 
ا تار1) واستنتج تحليلاً لكثير الحدود تا رس ) . 


. تا ( س ) كثير حدود حيث : 


تا( س ) = س - 5 س" + 18 

آوجد كثير حدود ها( س ) بحيث يكون : 

لاس < ج تا( س )-(س -3) ھا(س). 
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2س عديين :1 

2. تا( س ) کسر ناطق حيث تا( س ) < سس 
ا 2س -3 

1) عين محموعة التعريف ف للدالة الناطقة تا 

2 عيّن الأعداد الحقيقية ٢ء‏ ب . < بحيث يكون : 





ےھ 
2س-3 
-2س*+5 
ء ص س 
3. نفس القرین السابق من اجل تا(س) x‏ 
2س -3 
4. عیّن محموعة التعريف لکل کسر من الكسور الناطقة التالية . ثم اختزل كلا 
مها : 
8س +2 س- 15 ٦‏ ایج ۰ 0 
اب :۳ E‏ 
2 س*+3 س س* + 8 
3 2 
17 سے" لفك سد انیا 
(س-2)(س*-1) 
2 3- 6 
4( + یم 











2 
3 2 2 
3 س + س 6 س - 54 س + 12 


۳ وو ادس موی ارده 
یں ادس میں مر ھی تن رس وة 
ها 7س +6 2-8 کوس 8س8 
س +2 س*-3س س*- 4 
1+ 
1 اف 
3-1 س 
7 1+ 
1+ 
إو 
2184 
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. 15 


.16 


17 


.18 


.19 


.20 


.21 


العادلات والتراجحات من الدرجة الأولى 


هل العادلتان التاليتان ء في ج . متکافنتان ؟ 





ا 
س - 1 
نفس القرین من أجل : 
س” - 3 س” + 2 س = س ( س -1) 
س ” - 3 س + 2= س - 1 
نفس القرين من أجل : 
3 


2 
پگ سی 1 


5 س + س = 5 «س*-1) 


نفس القرين من اجل : 
2 
س - 3 س = س 
۳ 1 1 
بين < 3اس ا کد دس و 
س س 


نفس القرین من اجل : 
س + 1= (1-س) 
هل المتراجحتان التاليتان في ح متکافتتان ٦‏ 
2 4 
2 3 
- 2س + س < س - 2س 
نفس القرین من اجل : 
2 3 
94س“ -2 س < -2 س” + 4 س 
2 
2س -1 <-س*+2 
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.2 


.23 


.4 


.25 


نفس القرين من أجل : 

3 س +۷>1س -4 ؛ (3س+1) > س-4 
حل ء ي ۰6 العادلات التالية ذات ا جھول س 
پر ا سا کی وہ پوس وت 








1( 
7 2 4 
س +1 2س -1 3 س +1 7س + 19 
2( لست سے پ+ سس کے س 
4 5 2 20 
7 تست اجب ہے ےڈ سے سج ےک 
3 5 3 5 
وس + 7 -2 
وت وک ) پھر تھے ( - 36 
2 7 


5( 2 وت وباق سی سو 
6) 0,2 س - 3,8 رس + 1 ) = 1,4 ( 0,5 س - 3 ) + 2,3 


حل ء ي ع ء المعادلات التالية ذات المجحهول س . 
1) 2 س + 3 ( س -2) + 0=9 

2 س ( س +3) + 5 = س - 1 

3 5 س =3 س 

4 3( س -2) <س*-4 

5) (س -1) +( س -0=)1 

6) س“ + 2 س + س =0 


حل ۰ فلح العادلات التالية ذات احهول س : 
2 س +1 4 س + 3 





>= (1 

س +3 2 س +5 

2 1 
س + 1 س + |1 


7 





(2 





2 1 3 
د = 
س -1 1-دس* س +1[ 
+1 1 1 
ا ا ا ا ا 
2س +2) س +1 (س +[1)(س +2) 











3 





6 حل . في خ . التراجحات التالية ذات احهول س . 





1) 2 س + 4 > 5 س -2 2 4 س - 5 <2(س + 3) 
3 س - 12 <4 س 4) س -3+7 س >2( س +1) 
5) 5 س > 3 (س -1) 6 2 س + 4>3 س -9 
4 
.اھ اھ اھ ۰ ۱ ۳ 
5 10 2 
س +2 2 س +1 
ْ7 جس 2 
2 3 
7. حل . ي ح . المتراجحات ال تالیة ذات ا جھول س . 
1) «س - 2) ( س +3) <0 2 س - 5 س >0 
3) س >4 4 سن (س-9) >0 
3 س -3 س + 2 
ور تیال 6) سس <3 
س + 1 سس 
س + 2 فعس .۱ 
ت‫ 0 8 »>2 
2 س - 3 س + 3 


8 5س +2 اس - 45۱1 3 
ھا اس 0 | س | + << س + 5 
4 


8 حل . في ج . جمل ال تراجحات التالية ذات ا جحھول س . 
2 س +3 > س س +34 <2 
1( 2( 
س - 5 > 4 س < 4 س -2 
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3 س-0>1 2س +3>1 


3( 4( س < 5 
2 س < 3 س - و 7<3 - 2س 
9. حل . ي 2 ء العادلات التالية ذات احهول س 
والوسيط الحقيي ط 
1) ط س = ط + 1 


3 2ط س +6<3ط +س 

4 رط -2) س <ط *-4 

5( ط اس -ط*-ط داس 
1 











E eG 

ط ط 

2 1 

س ۱ 

ط + وط 
ی هن 2 

س-1 س - 1[ 

ل 

E (9‏ چ 


ط - س ط + س ط*-س* 


0 . حل 2 ٤‏ 1 المتراجحات التالبة دات احهول س 














الس اط 
ولوف میں ص e‏ 
2 طاٴس +2 <3 
2 +1 
3 2ط س+3<س+6ط رم ےگ" 
2 
4 2س + 3 ط > ط س +6 رط +۱) 1+ط 
2س س +[ 1 
7 سے 3ر < + — 
ط 2ط 2 
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العادلات والتراجحات من الدرجة الثانية : 


.31 


.32 


حل . في ج . كلا من العادلات التالية ذات ا جھول س 
1) 9س =7 7 8 -0=2 

س3 8 4س -5 = س +70 
2 تت - 9 

25 و (س -3)(س +3)-16 
3( دوس راو ے4 

2 

4 (3س -16=)4 E‏ 
5 (س +2)*- 7 1 2 س =4 س 


6( ی 2 32 

2 (2 س +3()3 س -2) +6 - 0 

3) (س -3)(س +3) =3 س -9 

اكتب كلا من كثيرات ا حدود التالية على شکلها الفوذجي . م عيّن محموعة 
جذور کل من هذه کثبرات ا لحدود 

1) 9س*-24 س + 1 2 س*-6 س +1 

3 12س +6۷4 س +2 4 -5س*+9س -5 
کی دس 22 6 - 5 س +2۷10 س - 10 

و کر ت 8 2س -3س -20 


3. حل . فی ج . باستعال القوانين ۔ كلا من العادلات التالیة ذات ا جھول س ۔ 


5 
یت وي ی 
2 2 
2 
و + و+ ) Ea‏ ۱ =0 
2 
3 -س =-4 س +4 س -1 


.35 


7 5 س*-7س - 34 - 0 

8( را رح 

89 وس 2 0 

0 4 س*-4س 5۷ +5 -0 

1 س*-2۷+1(2)س 2۷2-6 
2 2۷ س + ( 2۷+1 ) س +0-1 


۱ حل » لح العادلات التالية ذات احهول س 


1) (2 س +3) (3 س -5) +14 0 
2 (4 س +۹3 +( س -1) =0 

و 1 1 2 
3 (2 س -1) + [ سس ۳ 

2 4 

4 (2س -1) =8 س*-2 
5) ( س -1)(س*+2س +3) د س” اس 
6 14 س” -(2 س -11) (5 س +4) -33 س+22 


عين حموعة تعريف کل کسر من الکسور الناطقة التالية . ثم اختزل كلا منہا : 

6 س* +5 س -6 7 س*- 3 س 
پر ھچ ين کمن 6 

۳ س - س -2 4 2س -3س -5 
کی 5ش 2 4 س*- 20 س + 25 
2 س*+4س -6 س”*- 8 

5( 2 6( 2 
سس - س + 6 3 س*-5س -2 

2 
س +2 س-1 2 
اس سک سس ا ےج سے 
بن 2 2 س2 2ا 2 


. حل » ي ج ء العادلات التالية ذات الحهول س 


1) ( س + 1) ( 2 س +3) =( س +1) «س*-5) 
2 2 س*+س*-س د 2ت0 
|8 


3 (7س -1)*-(4س +09“ -3(5س +2)" 

4 رس +1) +رس +2" رس -2)"+و«س عق“ 
5) (س*-7س -4)* <(س*-9س +4" 

6 س - 1+( س -1)(س +2) -<0 

7 س” - 4 س +4 س -1 > اس - س 


37 حل ؛ 5 ع . المعادلات التالية ذات احهول یں 








2 س + 5 س -3 2 س* + س - 15 
0 سس --ه ص سس --ه 
3س + س -2 س + 5 
۱ وا کے وو 7 سر +2س*-2س+1ے 
E E‏ س - س* + س - 1 
2 3م -1 1 1 
دي ۳ 6 چ = 8 
07 . ا ر سوت 
3 1 1 
2«س*-1) 4(س+1) 8 
3 1 1 
ور سک و وو دسب 





3 "صرےمجس لاسا اب سو 


9( 
س -2 س +2 س +4 س -8 





0 ا 


کی ما 0ھ تا ات 
ا وو مد لس 
س - 2 س - 2 
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8 حل » في ء العادلات التالية ذات احهول س 
3 رس 7+ اس 17 ت0 4( | س -5+|س -25 =0 
5( س -۱-5س" - 0-۱25 


9 حل > في جء المعادلات التالية ذات امحهول س . 


1) اس +1 = س -3 2 ۷س*-1 =س+2 
3 باس*-4 -1 4) ۷اس -4 س +4 = س 
5) ۷س* - 4 س +4 - | س | 


3-01 س*-6 2 - س*+ 7 س 
3 «س -2)*+5 4 2 س ”+6 س -1 
5 4 س*-4 س +3 6 2 س ”+ س - 1 
7 -س*+2 س + 15 8 3 س*-10 س +3 


9 - س +2 س -15 
1. ادرس إشارة كل من الحداءات التالية : 
1) س ( س“ + س - 2 ) 
20 سس ) ( س“ - 5 س +6) 
3 ( 3-2 س) (س*-س -2) (س"*-س +1) 
4 رس -2) رس*-2س +1) (2س -س*-5) 
2. ادرس (شارة کل من الکسور الناطقة التالية : 





س - 1 س”* +2 س-3 
1( 2 2( سے 
س -2 س - 3 س اس -2 
ور کے رو بک 
س + 1 


3 حل ۰ ٤‏ ج » المتراجحات التالية ذات امحهول س 


1) -س*+س >0 2 س' >4 
وس کش 4) س*-6 اس +1 >0 
ہی امو وو 6) (2س-3)*<«س-1)" 


7 «س +1)*+4(س*-1) <0 
8 5 س +4-2 س <0 
9 (س -6)*<«س -10) «س -2) 
ا 2 
0 ورس ل هن 
2 
,1 2 
5 5 
4. حل ؛ في ج ء المتراجحات التالية ذات ا جھول س . 
1) «س -1) «(س"*+2) «س*-9) >0 
2 (2-س -س؟) ( س +2 س +1) <0 
3 س ( س +1)" «س*-س -6) < 0 
4 «س*-4)*(س*-5س +6) >0 
5 (س*-5س +6) (س*+3س +2) <0 
5 حل » في 6 ء التراجحات التالية ذات انحهول س . 





























2 سس + 1 
<0 اھ ق 
2 س + 3 3 
1 1 2 س*-2 
سس و سس ان 
کس کش س - 1 س +1 
E,‏ کاو 8( > 
( 4 س - 1 )° - 49 س +1 س -1 
5 5 کت 3ری +1 
ر و 0 a‏ 
3 سس +1 3 س“ - 4 
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46 
(1 


(3 


(5 

















. حل . في ح . كلا من الحمل التالية : 
4 دس*+3س +5 <12 2 - 4< ><2 
س - 1 
7 1 
سے ج3 < 4 -2<س ہے <2 
س ا +3 1س 
- 0 
5 س +0<4 س - 1 س 
2 


3س -4 س 


7. حل » ي ۰۳ المتراجحات التالية ذات الحهول س 


.49 


1) | س -3 | <1 2 | س -5| > 5 
3( اس +3|> |3 س-2| 
4 (س -2()1 س +1)>|س - !| 


ی اس ۱ 

ی 
. حل . ي ع ء المتراجحات التالية ذات ا جھول س 
01 باس <2 2 بآس* <4 


3 باس*-0<4 اس" +۱ < 1 


ط عدد حقيتي و تاو رس ) كثير حدود حيث : 

تاو رس )ح(طٴ-4)س* -رط +2)س +1 -ط 
1) عیّن قم ط بحيث یکون تار (س ) كثير حدود من الدرجة الثانية . 
2 عين قم ط بحیث یکون : 

!) تار (س ) كثير حدود من الدرجة الاول 

ص) تار (1) =0 

ح) تار (0) < 0 

5 ) تار (2) < 0 

حل العادلة تا رس ) -0 ي کل من الالات الثلاث !) ب) <) 
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0. ط عدد حميق و تاو (س ) كثير حدود حيث : 
وشن 2 ون ری تج 
1) عين مجموعة قى العدد الحقيني ط بحيث یکون : 
تاو (س ) موجبا من أجل س -2 و سالبا من أجل س - - با5 
2 عيّن محموعة قى العدد ا حقیتی س بحيث یکون 
تار رس ) موجبا و تام س ) سالبا 

1 حل » في ۰۳ العادلات التالية ذات احهول س 
والوسیط الحقیتی ط . 

1) 3س*-27<س -3) (ط س +1) 

2 س"*-1-ط «س*+1) 

3 س*-2<21ط (س*+1) 

4 رس -1)*<ط «س*-1) 

5) س*-4س +2-4ط ( س -2) + ط ”=0 


2. حل » في ح٠‏ التراجحات التالية ذات اٹجھول س . 

والوسيط الحقيئي ط 

1) ط س*+2س -ط > 0 

2 ط س*-2 س +1 < 0 

3 2س*+ط س -ط + 1 <0 

4 (ط س -1) «س -2) > 0 
3 عين محموعة قى العدد الحقینی ط بحيث یکون : 

1) لاس دج : (5 -ط) س -1(2-ط) س +1(2-ط)<0 
ˆ 2 ۷س دح : (2ط +5 س +4(ط+3) س +3 ط>0 


4. عين مجموعة قى العدد الحقيتي ط حي لا یکون للمتراجحة : 
(ط -5) س - ( 3ط +4) س +ط -5 >0 حل 
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33 


.56 


.57 


.8 


.9 


ط عدد حقیتی و تار (س ) كثير حدود حيث 

تاو ( س ) = (ط + 2 ) س -2 (ط -1) س+ط-2 

عيّن مجموعة قم الوسبط ط بحيث تكون إشارة تار ( س ) ثابتة مها كان 
ما هي عندئذ اشارة تاو رس ) ؟ 

نفس الاسئلة بالنسبة إلى كثير احدود : 

تار ( س ) =( ط +2)س"+ط (س ) +ط - 1 

















حقق أن لكل معادلة من العادلات التالية حلا هو أحد الاعداد : - ۰1 
+1 ۵2 +2 
ثم احسب حلها الثاني : 
1 س + 7 س - 8 - 0 2 - س*+ س +0-6 
3 س” +3 س -5 =0 4 2 س - س -0=10 
5 س” + س -0=3 6) س*+3 س -0=4 
7 -س*+3س +4 -0 8 -س*+3 س +4 =0 
لتكن العادلة من الدرجة الثانية 
س*-7 س -0-4 و س'ء س" حلاها 
٠‏ اسب ما بلي : 
1( س + س” 2( ون 3 س + سم" 

1 1 : 1 
4 سس + لے 1 

ص س سس سس 

1 1 
ه عين معادلة من الدرجة الثانية تقبل حلين هما : 2 

س س 


1) س"* - (ط +3 ) س +ط -4 =0 


3( ط ”س +5 س -ط ”=0 
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4 رط -1)س*-رط +3)س +2 (1-ط -0 
ی رط -5)س*-2 رط +3) س +رط +1 -0 
6 س” +2 ط س + ط + ط + 5 -0 
7 (ط*-1)س +(ط+1)س + 0-5 
8 (3ط -7) س*+2ر(ط -1) س +2 -0 

جمل معادلات . جمل متراجحات : 

0 عیّن محموعة حلول کل معادلة من العادلات التالية ذات ا جحھولین الحقيقيين 
س ؛غع 2 
1 2 س +3 0-1-2 2اس + 3ع =1 
3( س* - س ع +5 =0 
واذكر ثلاثة حلول لكل مہا 
1 حل » في × الحمل التالية : 





(2 (1 

سن ۱۳:۳6 2 س + 6ع = 1 

ع جو دوع --] 
3( 4 | 2 

2 س -4ع+ 4 =0 2 س + 2 ع -3 =0 
5( 6( 

2س -1 

كل +3ع<- [ 
4 
7( 
+4 1 
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س + 1 ع +3 








-0=1 
2 4 
8( 
-1 1 
د ن 
2 4 
س‌+ر1-ب3)ع +۱ +اد۔ہ 
9( 


را +3۷ ) س -2ع +4 +3۷2 =0 


2 ) حل » في ج ×ح ء الجملة التالية : 
5س + 0-70-62 
)1( 
5-3 س -0=55 
ب) استعمل نتيجة السئال السابق لحل الجملة التالية : 


5 س* +2ع -70 
2( 
5-3 س =55 


3 نفس القرين بالنسبة إلى اللجملتين : 
۱ س + ع - 8 =0 


3 س +5 ع - 32 < 0 


(1) 


SS 


۱ )2( 
3س -3) + 5 (ع -2)* - 32 
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4. نفس القرین بالنسبة إلى الحملتين 
5 س +12ع -4 











+2ع*-5- 0 
08087 


0٤ 
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6. حل في م كام الجمل ال تالیة : 


ص+ع =15 
1( ےم 


67. عل ي ع وک چس یں عت قرب ۷۸ عهران 
و ط وسيط حقیي 


سے زط س- 1 


1( ساب -2ع< 1 


۳ س +ع = ط - 1 


سن دع 42 
3 


1 
۱ 
۳۳ 


) ط -1) س+2ع-5 
5 
2س + رط - ايع 
(ط ۔ ےت 
۱ 
رط -1) سب + طع =1 
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7 ۳ 4) س -2ع-3 

س - (ط - 3 )ع = ط - 2 

رط -1)س +رط*-1)ع -<ط" - 1 
7 

ا 

رط - 1 ) س + (ط -2 )ع =3ط - 1 
8( 

سج یہو 

طس +ع =0 
9( 

جک 

(ط +1) س +(3ط -1)ع -0 
10( 

جم 


7 رط -1) س +2 طع-0 


ط س+(ط +6)ع = 0 
8 حل » في 6« الملتین 














4 ط 1 ط 
چ ت 12[ + =0 
سس € س +1 ع-2 

1( 2( 
ط 1 1 ط 4 
سے ارس نس + =5 


9. حل بیانیا التراجحات التالية : 
1 2 س -5ع +0>1 2 س +3ع-0<1 
2 1 


7 
3 - 2,5 س += ع = اس اع 3+4 
م6 وأو مغ 
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0. حل بانیا جمل ال تراجحات التالية : 


-5س +6ع +0>2 


دس +ع > 0 


2س +3ع -1> 0 
3 س -4ع +5 <0 
4( 
1< ع < 3,5 
س - 2 > 0 

س + 3 ع +5 > 0 
4س -6ع + 1< 0 


(5 


یو 


ای 
6( 2س -ع - 5 <02 
4 س -0>3 
4س + 15 ع -02<60 - 3< س -ع <5 
م 8( 
5 س +ع <8 ٩‏ س|++3إع|<12 


1. حل بيانيا المتراجحات التالية : 
1( (س-2)(ع+0>)3 
2( (-3س +ع ) (4 س +ع -5 )<02 
3 س"* - 9ع >0 
4 اس | +اع| <3 
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2. نعتبر العادلة التالية ذات ا جحھول الحقيق س والوسيط الحقيق ط : 
رط +3) س ”+2 (3ط +1 س +ط +0-3 
عيّن ط حى تقبل هذه العادلة حلا مضاعفا . 
امم ھا كل اف 
3. نعتبر العادلة التالية ذات ا جھول ا حقیق س والوسیط الحقيق ط : 
2س - (ط +4) س +ط - 0 
عين ط حى يكون 3 حلا لهذه المعادلة . 
انت الحل الآخر . 
4. نعتبر العادلة التالية ذات ا جھول الحقیتی س والوسيط ا حقیقی ط : 
ط س*-2(رط -2) س +ط -0=3 (1) 
أ) عيّن محموعة قم ط حتي تقبل االعادلة (1) حلولاً . 
ب) عين ط حى تقبل العادلة (1) حلين س' » س" 
يحققان الساواة : 4 (س' + س”) - 7 س'. س” 
5. نعتبر المعادلة التالية ذات ا جھول الحقیتی س والوسيط ا حقیتی ط : 
ط س*+(رط -4)س + 2 ط =0 
عين ط حى تقبل هذه المعادلة حلین س ء س” 
نحيث يكون : 2( س + س ) =5 س". س" 
6. نعتبر العادلة التالیة ذات ا جھول الحقيق س والوسيط الحقيق ط : 
س*- (9ط +1) سن + ر3ط -2()1ط -1 -0 


المعادلة 


۲ 11 
2( احسب طف و س" ادا کان سے 
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717 


7 1 1 2 
8 عن اط یں کو سج وچک ہس سے 
2س-3 2س”-3 3 


اقوم افيه دس ا پڑت 


لیکن العدد الحقيق ط والتطبیق تا للمجموعة ح في نفسها العرف كا بل : 
از إن )292 حاط س 7ط عق س20 دق“ 

1) عين ا حموعة مح العرفة كا يلي : 

مح >(س دح : تلو (س) 05) 
2 عيّن ط حى يكون العدد (+ 1 ) حلا للمعادلة تا (س )=0 

حل ء عندئذ » هذه المعادلة 
3 بين أن (-1) حل للمعادلة تاو رس ) 0 مها كان العدد الحقيق ط . 
استنتج أنه ء مها كان العدد الحقیتی ط بختلف عن 2 ۰ يمكن وضع تار (س ) 
على شکل جداء كثيري حدود من الدرجة الأولى 
0 ناقش ؛ حسب قيم ط » عدد حلول العادلة تی (س ) = 0 
أحسب هذه الحلول بدلالة ط . 
5) هل يمكن تعيين ط حى تقبل المعادلة تار ( س )=0 

حلين لها نفس الإشارة ؟ 
6) لتكن الدالة هار للمجموعة © في نفسها العرفة كا يلي : 
ل سے 

تار (س ) 

) عين ۰ حسب قم ط ۰ مجموعة التعریف فى للدالة هاو 
ب) اختزل ہا رس ) . ثم حل العادلة هام رس ) = - 1 


. لیکن کثیر الحدود تاو (رس ) حيث : 


تاو ( س )-(طٴ-۔3ط+2)سٴ+(ط-2)س+3 
عين مجموعة قيم العدد الحقینی ط حى : 
1) تقبل العادلة تا (س ) =0 حلاً وحیداً 
2 تقبل العادلة تار (س ) =0 حلين متساويين 
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.9 


.0 
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3 لا تقبل التراجحة تا رس )>0 حلا 
4) يكون العددان تار (1) و تار (-2 ) موجبين 
5) يكون 3 حلاً للمعادلة تاو ( س ) -0 
ات عندئذ » الحل الثاني . 
تاو ( س ) كثير حدود حيث : 
تاو رس ) = (ط - 1)س* - رط +3) س +2 «ط -3) 
عيّن مجموعة قى العدد الحقیتی ط حى یقبل كثير الحدود تار ( س ) : 
1 جذرین جداؤحا يساوي 1 
2 جذرین متناظرین 
3 جذرین من !شارتین مختلفتین . 
4 جذرین موجبین 
۲ ء ب عددان حقیقیان و تا تطبیق للمجموعة ج في نفسها معرف كا يلي : 
تا رس ) = اس + ب 
1) عين )»م حیث یکون : تا( 1) =5 و تار-3) <4 
2 نفس السژال من أجل : 


َ‫ 2 
٭ ا)0( =1 و ") 86 =3 
3 


1 ۲ 3 
۳ د( < و ( ۱1 ) ہے 
2 4 


۱ء ب » < أعداد حقيقية و تا تطبيق للمجموعة ج في نفسها معرف کا يلي 
تا( س )اس + ص س + < 
1) عين ۱ء بے < حتی يكون : 
تا (0) =3 و تار-1)-0 وتا(4)-1 


۲ 1 
2 نفس السوال من أجل : تا (1) =0 و تا (-2) -0 و تا (3) = س 
2 
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الستوي منسوب إلى معلم (م وء ي ) 
ا ب » < ثلاث نقط إحدائياتها رق 4)؛ (3-03) ؛ 
٠1 -(‏ -2) على الترتیب . 
1) عیّن معادلات ديكارتية للمستقمات (اب) + (!<) + (بح) 
2) عيّن جملة متراجحات من الدرجة الاول للمجھولین س ۰ ع محموعة حلوها 
هي حموعة الثنائیات ( س ۰ع ) التي تكون من أجلها النقط و (س ۰ع) 
داخل الثلث اب < . ٰ 
ط عدد حقیق » (5, ) و (ش, ) مستقمان معادلتاهها على الترتیب : 
رط -1) س -ع -ط =0 
2 ط س + 2ع +0-1 
کک ۱ 1 
1) بين أنه من أجل ط -- - یکون الستقمان 
2 و 
هي ) و ( شي ) متوازيين تماما 
1 
2 نفرض : ط # سس 
2 


عين » بدلالة ط ء إحدائبي نقطة تقاطع المستقيمين ( شي ) و ( ث5 ) . 


. المستوي منسوب إلى معلم (م .و + ی) 


ط عدد حقيق و ( ۵ ) ۵(۰ر) مستقمان معادلتاهها على الترتیب : 
ط س - 2ع +0-3 
1) بين أنه من أجل ط = -2 يكون الستقمان 
(هر ) و ( ۵ ) متوازيين عاما . 
2 بین أنه من أجل ط >2 یکون الستفیان 
(طو) و (هی) منطبقین . 
3 نفرض ط *# -2 و ط 2+7# 
جين ء بدلالة ط » إحدائبي نقطة تقاطع الستقیمین ( هی ) و ( هر ) وین أن 
هذه النقطة تنتمي إلى المستقم الذي معادلته : س +ع =0 
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الستوي منسوب إلى معلم (م » و » ى) 
1) حل ۰ في حخ×جح الحملة : 
رط -1)س +2ع<ط +1 ) 


ات 2( 
حیث ط وسیط حقيق . 
2 عين قم الوسیط ط حي تکون العادلتان (1) و (2) معادلي مستقیمین 
(هر) و (ظو) على الترتیب . 
أنشىء المستقيمين (۵,) و (هر) 
بين أن جمیع المستقمات (هر ) تشمل نقطة ثابتة يطلب تعيين احدائیها . 
3) عین العدد ط حتى یکون الستقمان ( دي ) و ( هي ) متوازیین وأنشئہما . 


. * عملية داخلية في محموعة الاعداد الحقيقية ج معرفة كا يلي : 


س # ع = س ع -2 (س + ع )+ 6 
1) أثبت أنه یوجد . في ج ۰ عنصر حيادي للعملية ٭ 
2 عيّن مجموعة العناصر التناظرة بالنسبة إلى العملية ٭ 
3 أثبت أنه يوجد » ني ج ء عنصر ماص للعملية ٭ 


. نعتبر العادلة التالية : 


رط +2) س*+رط -3) س -5ط -0 (() 
حيث س هو احهول وط وسيط حقيني . 


۰ عين ۽ حسب قم طاء عدد حلول هذه المعادلة . 


2 فی حالة وجود حلين س و س للمعادلة (1) » نعتبر النقطتین م و و اللتين 
فاصلتاهما س و سس على الرتيب » في معلم (م ۰ و) ۱ 

) عيّن ط حى تکون النقطتان ج و ب متناظرتين بالنسبة إلى النقطة ا ذات 
الفاصلة (-3) . 

حدد » عندئذ ‏ النقطتن م و5 . 

ب) عيّن ط حتی تکون النقطتان و و جر مترافقتين توافقياً بالنسبة إلى النقطتین ! 
وم اللتین فاصلتاهها (-3) و (-1) على الترتيب . 
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ح) بیّن أنه توجد » بین حلی العادلة (1) ء علاقة مستقلة عن الوسيط ط . 
استعمل هذه العلاقة لاجاد نقطتین ابتتین < » و يطلب تعیین فاصلتپ| نحيث 
یکون (ح ؛ و ء و ء 5) تقسیما توافقياً . 

8. مستطيل محيطه 250 م . إذا أضفنا 0م إلى طوله و أنقصنا 5 م من 
عرضه ۰ لا تتغير مساحته . 
عين طول وعرض هذا المستطيل . 

9. رتب 42 كتاباً على صف طوله 1,50 م . مك بعض الكتب 3 سم وسمك 
البعض الآخر 5 سم . 
ما هو عدد كتب كل نوع ؟ 


23 
0. عين عددين طبيعيين الفرق بیپا 90 ونسبتها س 
5 


5 
1. عين عددین حقيقيين غير معدومین حموع مقلویہم| ۳ والفرق بین مقلویہم| 


1 


36 

2 عدد تلامیذ انوية مختلطة 1000 . 
بعد أن غاذر الثانوية 25 تلمیذا و 30 تلميذة » أصبح عدد البنین ضعف عدد 
البنات.ما هو عدد البنين وعدد البنات ني هذه الثانوية ۴ 

3 عين عددین طبیعیین الفرق بیبا 6 و الفرق بین مربعیپا 216 

4 فين ول اما طول وتره ب و الفرق بین طول ضلعیه القامین ط . 
نفرض أن ب ابت . عين قم ط حى يكون للمسألة حل . 

5 عین ثلائة أعداد طبيعية فردية متابعة محموعها 99 . 
٭ نفس السؤال إذا كان ا حموع هو 101 . 

6. ما هو العدد الطبيعي الذي ينبغي إضافته إلى كل من حدّي کسر للحصول على 


کسر يساوي ضعف الکسر الأول . 
وو 


الباب السابع 


حساب الثلنات 


4 ۔ الأقواس الوجهة 
5 - حساب الثلثات 


6 - العادلات الثلثية الاساسية 





ان معظم الفاهي الواردة فی هذا الاب ( مثل الرادیان » القوس الوجهة ۰...) تعتبر 
جديدة بالنسبة للتلاميذ وتستحق اھیّاما وعناية | کثر لتزو یدهم با لعنا صر الأساسية في 
حساب الثللات . 
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الأقواس الوجهة 


1. الأقواس المندسية : 

1 القوس افندسية : 

٭ تعن نقطتان ٤ء‏ م من الداثرة ‏ ی ) ذات الرکز م ونصف القطر س 
قوسین هندستن وهما تقاطع الدائرة ( و ) مع نصني ال مستویین الغلقین 
اللذين حداهما المستقيم (اب) 


ظ 


ه إذا كانت النقطتان ! » م متناظرتين بالنسبة إلى المركز م يكون طاتين 
القوسين نفس الطول ٭ سی ( الشكل ) . ۲ وید 


سم 


٭ إذا كانت النقطتان ۲ ۰ ب غير متناظرتین بالنسبة إلى الرکز م تکون 
إحدى القوسین ذات طول آصغر من × س © نرمز إلیہا بالرمز اب 
وتکون الأخرى ذات طول أكبر من × ہی » نرمز إليها بالرمز اب . 
مجموع طولي هاتين القوسین يساوي 2 »> ب وهو طول الداثرة ر 4 ) 


ات 
ا 0 
ت 
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1 - قياس الاقواس افندسیة : 

لقياس قوس دائرة تستخدم الواحدات التالية : 

الدرجة + الغراد + الراديان . 

ه الدرجة : 1 

و تپ ارين سی و یں جج و بجی : 


۰ ۰ 01۰ 
و 
۰ الغراد ۱ 1 
الغراد هو قيس قوس دائرة طوفا يساوي س من طول هذه الدائرة : 
ارم مہ 400 
ترمیز :1 غر 
۰ الراديان 
الرادیان هو قيس قوس دائرة طوفا يساوي نصف قطر هذه الدائرة : 
ترمیز :1 ر د 
٭ قيس نصف دائرة حسب الواحدات السابقة هو : 

0 ؛ 200 غر ؛ 7 ر د 

1 رادیان 


يكون : 0 





20 ۰ 
كاك ال 
180 200 
ین احدول التالي التقابل بین أقياس بعض الأقواس 





ه طول قوس دائرة : 
إذا کان ط طول قوس دائرة نصف قطرها س, وکان » قیسها بالرادیان 
فان : 
ط = »ی 
2 الزوايا المندسية : 
2 - الزاوية الهندسية : 
بحدد نصفا المستقيمين [ م س ) و [ مع ) قطاعين زاويين : 
القطاع الزاوي الناتيء ( الحزء. غير المظلل في الشكل ) 
والقطاع الزاوي رہ ( الحزء المظلل في الشكل ) 


۱ جح‎ 2 ۱ 
ERR 


SR 5 ۱ 
"۹ : الترميز.‎ 


الرمز مس » مع ] يرمز به إلى القطاع الزاوي الناتيء ( أو الزاوية 
الناتئة ) الذي .رأسه م وضلعاه [م س) و[مع). 

٭ إذا تطابق نصفا الستقیمین [م س ) و (مع) فان الزاوية 
[م س » مع] تسمی الزاوية العدومة . 

٭ إذا كان نصفا الستقیمین [ م س ) و [ مع ) متعا کسین فإن الزاوية 
[م س ۰ مع ] تسمی الزاوية الستقيمة . 


2 - الزاوية الركزية : 
( 5:) دائرة مرکزها م۰ 
! و ب نقطتان من هذه الدائرة . 
الزاویة [ م ! » م ب ] ذات الرأس م والضلعین [ م!) ۰ [ م ب ) تسمی 
زاوية مركزية نحصر القوس اب . 
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2 - قياس زاویة هندسية : 
(ی) دائرة ذات المركز م . [ي س » يع ] زاوية . 
توجد نقطتان ۰۲ ب من هذه الدائرة محیث تكون الزاويتان 
[ ي س ۰ يع ] و (ماء مم ] متفايستين . 
3 7 
سے 
ی ا۱ 
(لهذا فإنه عکن أخذ [ م! ) و [ م م ) موازیین » على الترتیب ۰ لنصني 
المستقيمين [ي س ) و [ يع ) ومن نفس ا حهة ) 5-5 
إن قيس الزاوية [ي س ؛ يع ] هو قيس القوس افندسية اب . 
إذا أخترنا وحدة للقياس فإن الرمز س يع يرمز به إلى قيس الزاوية 
[ ي س »يع ] . 
3. الدائرة الوجهة . الستوي الوجه : 
3 - الدائرة الوجهة : 


( 5 ) دائرة معطاة . 
م نقطة متحركة على الدائرة ر ء ) + یکن هذه النقطة أن تتحرك في 
إتجاهين ممكنين . حح م 


( 
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إن توجیه الداثرة ( ء ) يعنى اختيار اتجاہ للحركة من بین الاتجاهين 
المکنین . 
إذا كانت ( و ) و ( 5 ) دائرتين موجهتين فإنه عکن معرفة إن كانتا 
موجهتين في نفس الاتجاہ أو فی انجاهین متعاکسین . 


© 0 © 


( 5 ) و(5 ) موجهتان ‏ (و ) و ( و" ) موجهتان 
في نفس الانجاه في انجاهين متعا كسين 
3 الستوي الموجه : 
إن توجيه المستوي يعني اختيار انجاه واحد للحركة على جميع دوائر 
هذا الستوي ۲ 
یسمی هذا الاتجاه الانجاه الباشر أو الوجب 
والانجاه الاخر یسمی الانجاه غير الباشر أو السالب 









إن الانجاه الباشر الذي نحتاره عادة هو الانجاه ا حالف لدوران عقارب 
الساعة . 


3 - الدائرة الثلثية : 





4 - الاقواس الوجهة : 

4 - تعریف : 

إذا كانت ! و م نقطتين من دائرة موجهة فإن الثنائية ( ۲+ م ) تعين 

قوساً موجهة . 

نمز لا بالرمز آ م . 

النقطة ! تسمى مبدا 00 

فظن مي ناذا اض 

مو ہش 

نسمی قسا رتس 3 0 بالرادیانات للقوس الموجهة ا ب العدد 

ا حقیی ۵ العرف كا يلي : 

٭ إذا اک ی Tea‏ 0 

٭ إذا كانت النقطتان ! » ب متنلظرتین بالنسبة إلى مركز الدائرة یکون 

n=O | 

ه إذا كانت النقطتان > ب متايزتين وغبر متاظرتین بالنسبة إلى مرکز 
الدائرة فان : 

1) القيمة الطلقة للعدد ۵ هي قيس القوس الهندسية ؟ ب مقدرًا بالراديانات 

2 للحصول على إشارة 0 نتصور نقطة و تتحرك على القوس اب ؛ 
منطلقة من النقطة ! ومستقرة عند ب . 
إذا تحركت هذه النقطة في الانجاه الباشر يكون العدد 0 موجباً 
وإذا تحركت م في الانجاہ غير الباشر يكون العدد ۵ سالباً . 


۱ 73 
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مثال : القيس الرئيسي لربع داثرة موجهة يساوي : 


1 1 
ما | +- | رادیان و إما [ -- ]| رادیان . 
2 2 


ملاحظة : 
القیس الرئيسي لقوس موجهة ۰ مقدراً بالرادیانات هو عدد حقيق 
ينتمي إلى ا جحال ] - 2 » 2 ] . 
4 - أقياس قوس موجهة ر 
( ء ) داثرة ی الستوي الوجه وام قوس موجهة من هذه الدائرة قيسها 
الرئیسی ۵ بالرادیان . 
لتعصور أن نقطة م تتحرك على الداثرة ( و ) دوماً في الانجاه نفسه ٤‏ 
منطلقة من ! و مستقرة عند م . 
عکن ۰ بطبيعة الحال » للنقطة وى أن تمر بالنقطة م عدة مرات . 
فيز حالتين : 0 > 0 و 0< 0 . 
. اخالة الأولى : 0 > 0 
- إذا تحرکت و فی الاتجاه الوجب وعملت ك دورة ( ك د صہ ) تم 
استقرت في النقطة ب » نقول إنها قطعت ( 0 + 2 2 لك ) راديانًا 
في الانجاه الوجب ونكتب : 
قيس ٢ب‏ = 0 +2 ك ء ك دصر )1) 
- إذا تحركت و في الانجاه السالب وعملت ك' دورة ( ك د صم ) ثم 
استقرت في النقطة م » نقول إنها قطعت 
) رمعم +۵22 ] رادیاناً في الايجاه السالب ونکتب : 
قيس اب --(2ع-و+ 2 ك'ع) 
9 + 2 ع2١-ك-1)‏ 
ے 4+0 72 ۰ دصر 
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ر بوضع ك = - كه - 1) 
0 ہی ےم 
أي قيس اب-0 + 2 7 ك2 كدصم_ ,2( 
من (1) و (2) د 
قيس اب - 0 +2 2 3 (كادصہ) 
ه اخالة الثانية : 0 < 0 
باتباع الطريقة السابقة تحصل على نفس النتيجة السابقة 
قيس اب-0 +2 21 كدص 


اخلاصة : 


إذا كانت واحدة القیاس هی الرادیان وكان 0 القيس الرئیسی للقوس 
_. سم ۱ کت 2 5 ۳ سیم سب 
الوجهة آب وکان ۵ قيساً آخر للقوس اب 


فان : 
9-0 +272 (لادصہ) 





4 - خواص آقیاس آقواس موجهة : 


انطلاقاً من النتائج السابقة عکن التأكد من ا حواص التالیة 
الخاصة 1 : 

لكل قوس موجهة اب ما لا نہایة من الأقياس . 
لیکن ۵, قیسا للقوس اب . 

يكون ٥ء‏ قیسا للقوس ب إذا وفقط إذا كان 
0-0۵ -2 7 لك (ادصہ) 






مثلا : 


r 13 r 3‏ 
۰0( جو ( قیسان لنفس القوس الوجهة لأن : 


713 13 

1 8 -< ( 3- ۳ 

2 2 

و 78 من الشكل 2 7( دص,) 
2 " و 24 قیسان لقوسین مختلفتين لأن : 

7 3 < 7 - 4 

و 3ء ليس من الشكل 2 ك (لادصہ) 
الخاصة 2 (علاقة شال ) 
ادا قانع انی با الث نف ین دنه م CE‏ 
فان : 
قیس ات +قیس بدح فن 2+21 رل دص 











من هذه الخاصة نستنتج أن : 
فیس اب - قيس ا + 2 2( دص 
1 سيل 1 
.مثال : إذا كان - قيسا للقوس اب يكون | -- ) قيسا 
3 3 
للقوس بآ 


1 یس تھے 
( ا کے افش ار اف کک 
3 
و 5 7 55 سے ي r5‏ 1 
لاس قيس آخر للقوس با لان -( -2) =2 
3 3 
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ا خاصة 3 

مھا كان العدد ال حقیتی به ء ومھ| كانت النقطة !من الدائرة الوجهة ( ء ) 

فانه توجد نقطة وحيدة ب بحیث يكون © قيسا » بالراديانات للقوس 
سم 

الوجهة اب 


تمرین محلول : 
؟ نقطة من دائرة موجهة ( 5 ). 
أوجد القيس الرئيسي لكل قوس من الأقواس التالية : 


> رر 53 


> 4م علا ان : 
r 3‏ 


5 کا 
4 





الحل : 
لديا : 1) -75ء دم +2 ر(-8د3ی 
8 1 8 عم 
الین الرئيسي للقوس ات هو » 
2 القسمة الاقليدية للعدد 123 على 4 تعطي : 
3 = 4 × 30 + 3 





7 )3+ 304( r123 
۱ 4 4 
723 r 3 1 

ای : = 30ء + سب 
١‏ 4 4 





r 3‏ 
ج ری جج 


5 5 هر 3 1 
القيس الرئيسي للقوس اب Ea‏ 
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3 القسمة الاإقليدية للعدد 65 على 3 تعطی 
5 = 3 × 21 + 2 
xr 65‏ (2+213)» 





ومنه : 
3 3 


7 2 r 65 
سب‎ + 21 = 
3 3 


r2 
حیث‎ 2 ٩ 2 +۵ لیس من الشکل‎ (+21 ) 
3 


۰7-۲90 +۲] و كدص 





- 


لنكتبه على هذا الشکل : 
122 12 
1 + --< 22 لج + 
3 3 
7 
= 22 ۾ سس مب 


3 
1 
عم ارك 


8 5 مھ 1 
القيس الرئيسي للقوس اب ۳ 6 
الاقیاس الرئيسية السابقة تسمح لنا برسم النقط 


مب 4 ی ب“ (الشکل) 


1 بے 


سے 
سا 
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1. التذ كير بالمفاہیم الدروسة ۱ 
في حساب اثلات 


۰1 اسب الثلية لزاوية حادة 
في مك امم 

اب < مثك تائم في ! 

٠‏ لديا التعاريف الا لية 





هذه التعاريف تسمح لا محساب : 

» طول ضلع ععرة طول ضلع آخر وقيس زاوية حادة 
ه قيس زاوية بمعرنة طولي ضلعين 

مثلا لديا : 


سے 
ید جب بمب 


ا << اب . ظل م 


ٹ- اج 


يجنم لوج ۔ 
ب حم 
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ملاحظة : 
...ہم اب سے ہر یر 
من المساوايات جب ب << جب < و مب + = - ٩90‏ 
ب < 


نستنتج جب ۶ - تجب (90ه و6 
اذن : ف مثلث تا جيب زاوية حادة يساوي جيب تام الزاوية المتممة لا 


1 .النسب الثلثية لبعض الزوايا ١‏ خاصة 
يبين الجدول التالي قم النسب المثلثية لبعض الزوایا الحاصة 





2. جيب تام وجيب عدد حقيتي 
2 ۰ 1.الدائرة المخلثية الرفقة ععل 


الستوی الوجه منسوب إلى بعل تما مد متجانس ( م ؛ و ی) 


الدائرة الوجهة (ی) الي مرکزها مم ونصف قطرها 1 ۰ تسمی الدائرة 


ااثلثیة الرفقة با معلم (م و ی) 
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سمي فما لی !1۰ ب؛ مب 
النقط من الداثرة ( ؛ ) العرفة کا 
ار1: ۰00 ارح ہب 
ف (1۰0) ؛ م“'(0.-1) 







2 - جیب تام وجيب عدد حقیفی : 
إذا كان » عدداً حقيقياً فإنه توجد نقطة وحيدة ج تنتمی إلى الدائرة الثلثية 
45 عت یکون » قیسا ء بالرادبان » للقوس اج" 







نسمي جیب العدد احقيني o‏ 
ترتیب النقطة ج ونرمز إليه بالرمز 


حب 0 


ادن : 


إذا کان ھ السقط العمودي للنقطة و على (م۱) 
وکان ل السقط العمودي للنقطة ج على (مب) 
فان : 
جب ٠‏ = م 2 ب جب ته = م ل 
٭ یسمی ور الفواصل حور جيوب المام ویسمی حور التراتيب حوز 
الحيوب . 
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ه نلاحظ أنه عندما تنتمي النقطة ج إلى الدائرة المثلثية رو ) فان النقطتیر 
ه و ل تنتمیان ؛ غل النرتیب »إلى القطعتین !]و وت اب 


1< نحصب »> 1 و - 1< جب »<1 


ه نعلي أنه إذا كان » قيساً للقوس اج فإن كل عدد من الشکل 
8 2 ” 
» 2ك (ك د صر ) هو قيس للقوس اج . 
وبالتالي : 


تحب (» +2 7 ل ) = مجحب » (كد ص ) 







جب (۰ + 2 ۸ك ) = جب » ( كدص ) 


۰ عدد حقيق بحیث نجب » 7# 0 . 






جب © 
نسمى ظل العدد » النسبة ل ونرمز إليه بالرمز ظل » 
١‏ حتف 


0 





انه : 


إذا كان » عدداً حقيقياً فإنه توجد نقطة وحيدة چ من الدائرة المثلثية ری) 
بحیث يكون » قيسا للقوس اج . 
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نسمي : 2 السقط العمودي للنقطة ج على (م؟) 

ول السقط العمودي للنقطة ج على ( م م ) و (۵) ا ماس للداثرة (و) 
في النقطة 1 . ١‏ 

إذا كان تحب » 07 فان النقطة و 
نختلف عن النقطتين ما و مب 
والستقیم (م 2 ) يقطع (5) في 
النقطة ط . 

دج ) و (۵) . : 
من توازي الستقیمین (اط ) و (هج) وبتطبیق نظرية طالیس یکون 





1 مط 
ا ا Cek‏ 
٤۶‏ ھ7 


کذلك من توازي الستقیمین (م!) و ( كه ) وتطبيقاً لنظرية طاليس 
يكون لدينا : 





سے 
سم 
“yp‏ 





3 
۱ 
3 
وهس 
ہم 
نم 
د 
ها 
ہم 
5-5 
ہمہ 


ایت 





اي : 





لان : 1-1 م ۵ = نجب م ؛ اك = مل = جب ه 


یسمی احور رھ ئ) محورٌ الظلال 


ه خاصة : 
من المساواة جب » + جب و = 1 
نجبة » + جبة به 1 


» عدد حقيق بحیث جب 07۰ 


کس 0 0 
نسمي ظل تام المدد ه الب سس ونرمز له بالرمز سن 








3 ۔ قم نجباء جب › ظل › تظل بعض الاعداد : 
بين احدول التالي قم جیب تمام > جيب » ظل » وتظل الأعداد التالية 
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4 ۔ العلاقات بين جيوب . جیوب تام وظلال عددين دو > حموعھم| 


1 


أو فرقها : 0 آر + وش 
2 


لتکن م و " النقطتین من الدائرة المثاثية رو ) بحیث يكون » قيسا للقوس 
ہے 1 کی ےدوت و چس ص 
ام ویکوٹ (-2) قيتا قوس اج 

8 7 اج جر ر7 ۵ 
تسمى القوسان اج واج قوسين 


متعا کستین, 





ما أن الشقت ریسافت بالسية إن راا فلها سن افابل 
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4 لسع حم] 
لدينا زو = ہر ین 
لتکن ج وم" النقطتين من الدائرة المثلثية ( ء ) بحیث يكون × قبسا للقوس 
ar‏ کے 

ام ويكون (۸-») قيسا للقوس اج . 

تسمی القوسان اج و ام قوسین متکاملتین. 

النقطتان ج و ٴ متناظرتان بالنسبة 
إلى رفصب ) . 

فلها فاصلتان متعا کستان وا نفس 
الترتيب . 





:ده 


لدينا ہے به + 7 


لتكن وج و ٴ النقطتين من الدائرة المثلثية (5 ) بحيث يكون » قيسا للقوس 


ر 2 ۳۹ 2 < کر 
او ويكون (٭+ء) قیسا للقوس اج . 
النقطتان ج و متناظرتان بالنسبة 


ال الرکز م . 
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فلها فاصلتان متعا کستان وترتیبان متعا کسان 


ومنه 


جب ( +۲) = - جب 8ے 


تجب (»+*) -- نجب ے 


ظل (»+×) = ظل » 





لد با چا = ي 
2 


لتک 2 وم الم لنقطتن من لداثرة ۱ لمخلشة (6) 
x 5‏ - ۔‫ حي مم 
۲ م قيسا للقوس )م 


بحيث یکون » قیسا للقوس )2 
5 کسی هر 

تسمی القوسان او و اج قوسین متتامتین 

لقد رأینا انه إذا كانت لديا زاويتان متامتان في مثلث 8 فإن جيب قيس احداها 

يساوي جيب تام قيس الآخر 

وعکن تعمم هذه النتيجة على قوسين متتامتين 
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4 


7 
لديا »' - + 
2 
بتطبيق النتائج السابقة يمكن ان نكتب 


80ھ 


=> جب (- ») = - جب 6 


TT 


= نجب (-۰) = جب » 


(2) 


= تظل ر( -» ) = - تظل » 
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المعادلات الثلئیة الأساسية 


1 العادلات من الشكل بجحب س = بجحب » 
1 - الأعداد التي ها نفس جيب امام : 
٭ » و8 عددان حقيقيان و و ء و نقطتان من الدائرة المثلثية ( ۶ ) بحیث 


يكون » قيسا للقوس 1 و8 قيسا 
5 > حر 






يكون للعددين » و 8 نفس جيب 
القام إذا وفقط إذا كانت للنقطتين د 
وم نفس الفاصلة وهذا يعني ان 
النقطتین ج و و متطابقتان أو 
متناظرتان بالنسبة إلى (م1) 
ومنه النتبجة : 
ہو-6 +2 412 ؛ لادصہ 
نجبا» = جب ق ص أو 
ه - 2+6 Ir‏ كد ص 
1 حل ال عادلة بجحب س = بجحب » : 
نعتبر العادلة جب س = تجب » حيث س هو ا جھول الحقيق و » عدد 
النتيجة ا حصل علا في الفقرة السابقة تسمح بحل العادلة : 
جب س جت 


س حو + 2 ۲ لگ : كد ص 


او 
وس سے ا ہو + 2 لگ كد صہ 


3-3 
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أمثلة : 
1) حلول العادلة تجب س = تجب & هي الاعداد ا حقیقیة س 
3 


1 
حيث : ن - 2+4 ج ك. لكو ص 


ہہ 


7 
س = سس 2 »لك . ك د ص 
3 
2) لنعتر المعادلة ذات المجحهول س 


ت ۔ 1 
یب 2س تیب سس (م) 
4 


2 س = + 2 عوك . كدص 1) 
4 


لدينا : 


ساد 


1 
دس --( سر - 2 جك .كدص )2( 
4 


7 
(() دي < - 2 لد . كدص 





7 

یت لك د ص 
r‏ 2 عاك 

0 .0" : كد ص 


حلول المعادلة ( م ) هي الأعداد الحقيقية س حیتث 
1 
س =+ 2 ك . كدص 
4 
أو 
1 
س ع - لے +2 . ك د صہ 
۱ 12 
3) لنعتبر العادلة ذات امحهول س : 


تک تس 
جب[ س-- | دجب | سم ) 
3 6 ن٦‏ 
لدینا : 
1 1 
س - حا س += +2 ٣ل‏ . لد د ص (3) 
3 6 
یت أو 


1 1 
شى ہچ ہے س + = +2 »ك . لد + ص (4) 


المعادلة (3) 7 حل 


7۲ RT 
ج 2 س ع سا سح 2 ۸ك . لد ص‎ )4( 
6 3 


7 ۱ 
کے س سے سے + »لك . كد ص 
12 


إذن حلول العادلة (م' ) هي الأعداد ا حقیقیة س حيث 


1 
س = د + ل . كد ص 
12 
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1 - حل ا عادلة بحب س = ط 
ط عدد حقيقي و (و) الدائرة المثلشة المرفقة کو سی E‏ 
الاعداد ا حقیقیة س الى نحقق نجب س = ط هی آقیاس الأقواس ! 


بحیث تکون فاصلة ‏ هي ط 


ا 


٭ إذا كان ط 8[-1 . 1] لا يوجد حل للمعادلة جب س = ط 

ه إذا كان ط د [-1 ١‏ 1 ] توجد على الأقل نقطة و من الدائرة رو ) 
فاصلها ط 
إذا كان قيساً للقوس ام فإن حل المعادلة تجب س = ط يؤول إلى 
حل المعادلة حب س = بجحب ه 

أمثلة : 


1 
1) نعتبر المعادلة بحب س = 
2 


«r 1‏ 1 
۲ ان نجب = 
مد 
1 1 
حلول المعادلة محب س -- هی حلول المعادلة 
2 
۳0 . 1 
1 
س = +2 ع ك كدص 
3 


3 
او 


و 


7 
) سا +2 7 لد د دس ) 
3 
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2( نعتر المعادلة 1 + 2 جب س = 





۱ 5 1 
لدينا 1 + 2 جب س - 0 ک بجحب س = سب 
و 2 1 
نعلم أن تحب س = الان : 
3 2 
1 1 5 1 1 
عب کے = جب س = الا 
3 3 2 
حلول المعادلة 1 + 2 بحب س - 0 هى حلول العادلة 
12 
ع بین کرو وف سا 
72 
س = سے 24+4 »لك . كد صہ 
3 
أو 
r 2‏ 
س = - +2 ۸ل . لادصہ 
3 


3) نعتبر المعادلة حب من = 1 
نعلم أن جب 0 1 
جب ض = 1ح نجب س = نجب 0 
س =0 + 2 ك . كدص 
جات أو 

س =0 - 2 2 . اادصہ 
ہے س - 72 ك ۔ لاوصہ 

حلول :المعادلة بحب س | هى الأعداد الحقةة س حيث 
س = 2 . eT‏ 
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4) نعتبر المعادلة جب س < - 1 
نعلم أن نجب «- - 1 
جب س -- 1 جه نجب س = بجحب 7 
س دج ۵ لادصہ 
كم أو 
س = -ج + 2 ك . كدص 
س = (2ك+X)1.‏ لادصہ 
یه أو 
س <(2 كك -1) :7 . كدص 
العددان الصحیحان (2 ك - 1 ) و (2ك +1) فردیان وکیفیان 
يمكن کتابتہما على شكل موحد (2 له +1). ل دص 
إدن : 
حلول العادلة نبجب س = -1 هی الأعداد الحقيقية 
یں تق سے اوسر یہ نوف 
2 - العادلات من الشكل جب س = جب ہ : 
2- الأعداد الى فا نفس الحيب : 
و ووو تان سو الا ای رق 
جک ر رجہ کک 7 
بحیث یکون.» قیسا للقوس 21 و 8 قيسا للقوس ج 
يكون للعددین » و 8 نفس ا حیب 
إذا وفقط إذا کان للنقطتین م وم 
نفس الترتيب وهذا يعي أن 
النقطتين ج و م متطابقتان أو 
متناظرتان بالنسبة إلى (مب) . 


f 
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ومنه النتيجة : 

و8 +2 2 . كد ص 
جب » = جب م مه | أو 

ودج -ق +2 جك . كد ص 
2 حل ال عادلة جب س = جب » : 
نعتبر المعادلة جب س = جب »> حيث س هو احهول الحقيق و » عدد 
حقیتی معطی. النتيجة المحصل علا في الفقرة السابقة تسمح بحل المعادلة 
a‏ وھ 

س = » +2 ج ك . كو ص 


او 


س = 7 -0 + 2 رك لد صء 





7 
زس رت ك دصہ 


او 


7 
س دج -- + 2 ع ك . كدص 


6 
0 1 
أي و كد ص 
أو 
r 5‏ 
حر و لغ ضہید 
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4 





لدينا : 
7 
وو وٹ ك د ص 
رم ہچ او 
7 
2 س = ۸ - لحان ( + 2 7 23 لادصہ 
7 
3 س -- +2 ور ك د صہ 
4 
جے او 
r 3‏ 
س < + 2 ك د ص 
4 
7 22 4 
س 000000 ٠‏ ك د صہ 
12 3 
و أو 


1 
ينه ل د ص 


ا 1 
ادن حلول المعادلة جس 2 مر = جب ۱ کت سس هی 
الأعداد الحقيقية س حيث 3 





Jr 2 1‏ 
سج کک > كد ص 
12 3 
او 
r 3‏ 
س = -- + 2 ل 2 ص‌ 
4 


3) نعتبر العادلة 2 جب س -7 جب س +3 -0 (1) 
نضع جب س = ع ونحل الجملة 
۱ اع = جب س 


و 
ع2 - 7ع + 0-3 (2) 


: 1 
للمعادلة (2) حلان 3 و س 
2 
من أجل ع = 3 نحصل على المعادلة جب س = 3 التي ليس ھا حل ومن 
۱ 1 1 
أجل ع -- نحصل على المعادلة جب س = - والي حلولها هی الأعداد 
م : 


ا حقیقیة س حيث 


r 
كدص‎ 3 2 e 


او 


r 5‏ 
ون كد ص 


إذن حلول العادلة (1) هي الاعداد ا حقیقیة س حیث: 
1 
س ¬+ 2 »ك » كو صم 
6 
أو 


r 5‏ 
س = -+2 ۸ل ك د ص 
6 
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2 ۔ حل ال عادلة جب س = ط : 
ط عدد حقیق و (5) الدائرة المثلثية 
الاعداد ا حقیقیة س التی تحقق جب س = ط هى أقياس الأقواس اج 
بحیث يكون ترتیب ‏ هو ط 
٭ إذا كان ط د[ - 1 : 1 ] توجد على الأقل نقطة و من الدائرة (5 ) 
ترتیہا ط 

1 ہل 
إذا كإن » قيسا للقوس ؟ چ فإن حل المعادلة جب س = ط يؤول إلى حل 
أمثلة : 

2 
2 
3 


3 1 
نعل ان خب س سے ع 
2 3. 2 
3 
حلول المعادلة جب س --- هی حلول المعادلة 
5 


1 
مم ٣‏ وهي الاعداد ا حقیقیة س حيث 


1 
س = 2ك لادصہ 
3 
أو 


1 
e‏ لك دصہ 
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ہا 


1 
من = ¬+ 2 راپ كد ص 
3 


او 
14 
س = ح- + 2 2 لك كد ص 
3 


2 نعتبر المعادلة 1 +2 جب س - 0 


1 
لدينا 1 + 2 جب س =0 ج جب س > - 2 
2 


1 


حلول العادلة 1 + 2 جب س - 0 هی حلول العادلة 


1 5 
جب س = جب ۱ تج وهي الاعداد الحقيقية س حيث 
6 
7 
س ے--- + 2 رلک ك د صہ 
6 
أو 
1 
س = م - ظط + 2 27۰ . لادصہ 


7 
دجو ینید ك دصہ 


3 نعتبر العادلة جب س = 1 


1 ۴ 
2 


۱ 


1 
جب س = [ جک جب س = جب ل 


2 


1 
و رت لك د صہ 


جڪ أو 
7 
س ےج -- +2 2 لادصہ 
2 
1 
رد وی ك د ص 


حم او 


1 
000 ك د صہ 


1 
جے ويد كد صہ 


حلول العادلة جب س = 1 هی الأعداد ا حقیقیة 


7 
سس حيث كم كد ص 
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4) نعتر العادلة جب س -- 1 (1) 
أن جب[ ( 1 
5 ل > نك تست ے ٭ 
تعلم ۱ 


1 
)1( ص جب س - جب | 6 
2 


7 
س =  -‏ + 2 رٹ ك د صہ 


1 
جح آو 


3 2 + 1) رل دص ) 
2 


1 
وعم 2 ك؛ (لادصہ) 


جڪ آو 
1 و , 
كك 2 (ك دصہ) 
ہر لد | | لك 


~~ 


۱35 


ادن : 
حلول المعادلة جب س = - 1 هی الأعداد ا حقیقیة س حيث : 


1 
س = + 2ك (لكادصہ) 
2 


شر سی الا سی هر 3 

) تع کا تن 
لدينا 2 > 1 

ائق لیس سئاو من - 2 حل 


3 - العادلات من الشکل ظل س = ظل » 
3 - الاعداد التى ها نفس الظل : 
ا کھت 
النقطتان من الدائرة الثلئية (رو) 
بحیث یکون » قیسا للقوس ! و و8 
نسمي ط نقطة تقاطع المستقيمين 
(م2) و (۰)۵ وط نقطة 
تقاطع المستقيمين (ھ)و(موٴ) ١‏ (ه) 
يكون للعددين » و 8 .نفس الظل إذا وفقط إذا كانت النقطتان ط و طٴ 
متطابقتین وهذا بعني أن النقطتين ج و ٴ متطابقتان أو متناظرتان بالنسبة إلى 
0 ي 
فعندما تكون کے و و متطابقتين 
يكون »=8 +2 ك. كدص (1) 
وعندما تكون م و و متناظرتین بالنسبة إلى م 
يكون »=8 + ۸+ 2 ك » كد ص, 

د86 +(1+42) : . كص (2) 
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عکن كتابة (1) و (2) على الشکل الوحد 


ه < 0+ 7 . dd‏ ص 


لأن : 

من أجل قم كٴ الزوجية نحصل على (1) ومن أجل قم له" الفردية نحصل 
على (2) 

ومنه النتبجة ۰ 


ظل » = ظل 8 ےم = 6 + لے ۸ . كد صہ 

3 حل العادلة ظل س = ظل » 

نعتبر المعادلة ظل س = ظل » حيث س هو المجهول الحقيتي و » عدد 
النتيجة انحصل عليها في الفقرة السابقة تسمح بحل المعادلة ظل س = ظل به 


ظل س = ظل » جه س = » + ك ع . ك د صہ 
أمثلة : 


۳ 1 


3 


1 
حیت س < - + دمع » ك د ص. 
4 


1 
© تعر العادلة ظل 3 س = شل( ل2س( رم( 
لدينا : 


1 
رع) ہے 3 س -- - 2 س + ۰7 ك د صہ 
3 


1 
ی 0 ك د ص 


ri 7 


بے سے سے 4+ 


5 15 





0013 
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1 
إذن حلول المعادلة ل 3 س غد( 2 -2س) 
3 


هي الأعداد ا حقیقیة س حيث 
1 لد 7 

نے ہے روہ یں لك د صہ 
15 5 


3 - حل العادلة ظل س ےط تل 
مها یکن العدد الحقيق ط بوجد . على الاقل . عدد حقیفی د بحیث 
0۶ 
وحل العادلة ظل س = ط يؤول إلى حل المعادلة ظل س = ظل > 
أمغلة : 

1) نعتبر المعادلة ظل س = 1 

3 1 
نعل أن ظل - = |1 

4 


حلول المعادلة ظل س = 1 هي حلول العادلة 
1 5 
ظل س = ظل > وھی الاعداد ال حقيقية سس حيث 
4 1 
1 
سس = نال لذ 7 . لاد ص 
4 
سس 
کیو فا ظا کے بو 
2 


TTS 
3 


138 


سر سے یھ 
EE‏ 


1 
سس کچ زر ك د صہ 
2 3 


12 
و مو بی ك دصہ 


E‏ الاو کل تادر ف اه اناو اتا بت 
2 


1 
س دل + 2 رك 3 كد ص, 
3 


مسر اا0 ۷ھ سی اقل سس 
¢ 1 
نعل أن تظل س = رو 
و 
۰ ۰ ۰ ۰ 7 
ظل 2 س = تظل س ج ظل 2 س = ظل 6 
1 
جه 2 س ددس دس + كع . كدص 
2 


جے 3 


1 
یت كد صہ 








> كع 
چ اج ۰۳ ٠‏ كد ص 
6 3 
حلول العادلة ظل 2 س = تظل س هي الاعداد ا حقیقیة س 
1 كع 
حيث : سس سے نل ٠‏ كد ص 
6 3 
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تمارين 
الزوايا افندسية : 


!. الأقياس » . 8. 7 لزوايا مثلث متناسبة ۰ على الترتيب . مع الأعداد 
POA‏ 
1) احسب هذه الأقياس بالدرجات وبالغرادات وبالراديانات 
2 م هی طبيعة هذا المثلث ؟ 


2 میسن اک إذا كانت » . 8 . 7 متناسبة ۰ على الترتیب ۰ مع الأعداد 
2.1.1. 

3. نفس الأسئلة إذا كانت » . 8 . 7 متناسبة . على الترتیب : مع الأعداد 
221 

4 احسب . بالرادیانات . م روات آقیاس الزوایا اق أقیاسها : ۳10 : 
18 + 53" + 1" + ۳135+ 200" . 

5. احسب . بالدرجات . ثم بالغرادات ۰ أقياس الزوایا الي أقياسها : 
r 3 r 5 r 3 12 1‏ 
ره يب س رد ؛ 


ر زد ر د 


8 4 5 5 5 








رد. 
6 ) عبر . بالدرجات وبالغرادات . عن الأقياس : 


کر شی مسو ور ESOS‏ 
2 حول إلى الدرجات والرادیانات الأقياس : 

0 غر + 25 غر؛ 47,8 غر + 1230 غر 
3) حول إلى الرادیانات والغرادات الأقیاس : 

5702 + 15 + "345 + 6 
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5 تخت الا د اق و الرانات و اهر جات الزاو ره اضورا بين عفري اع 
عندما تشم هذه الساعة إلى : 
ه الساعة 12 و 30 د 
« الساعة 1 و 20 د 
٭ الساعة 2 و 55 د 
ODT‏ ا طن ہہ 
ایت دا قتی راو ان راون 
[ فآ ماح] وج جب ] 
9. اب < مثلث . 2 نقطة تقاطم آعمدته . 
0. قيس قوس دائرة هو °50 وطول هذه القوس 3 سم . 
ما هو نصف قطر هذه الدائرة + 
1 داثرة ری ) نصف قطرها 2 سم . !و م نقطتان من (5). 
: ۱ 5 سم ۴ ےہ 
2. دائرة ری ) طوها 24 سم . ! و م نقطتان من ( ٤‏ ) حيث طول القوس اب 
ما هو قيس هذه القوس بالرادیانات وبالدرحات ۶ 
3. لولب خطوته 2 ثم ( أي عندما يدور هذا اللولب دورة كاملة . ينغرز بعمق 
قدره 2م( 5 
1) بكم ينغرز هذا اللولب إذا دار بزاوية قدرها 63900*؟ 
الأقواس الموجهة : 
4. ام <> مثلث متقايس الأضلاع و (و) دائرة موجهة محيطة به . الانجاه 
الموجب على (ی) هو الانجاه من ا حوب. ےر لسر 
عيّن قيسا مقدرا بالراديانات لكل من القوسين اب و ۷< . 
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5 ب <و مربع و (و) داثرة موجهة محيطة به . 
الانجاہ السافب على (ی) هو الانجاہ من ! نحو م . سس ہے ہے 
عين قیسا مقدرا بالرادیانات لکل واحدة من الأقواس اب . ا<. او . 
6 (: ) دائرة موجهة و ج نقطة من (و) . 
عيّن القط ٢‏ . ص . <. ك.ل . م. 2 من الداثرة () بحيث تکون 


r 3 ۲ r3 73 7‏ 3 
لا موق ہ عدي حت ہی کو اس ا 


الترتیب . للأقواس چا - <. ول . ول . وم . و م. 


ما هی النقط التقابلة قطريا ؟ 


7 اب حو ف كل مج هو ی مضلع منتظم و ( 7 ) داثرة موجهة محيطة به 


ر الشکل ) . لا ین 























عن قیسا مقدراً بالرادیانات لکل ی ۳ 
٠ ۲‏ الإا اأعالة ٠‏ : 
کو سيد تج و 
) و . اك ہج ۔وھ. و 2 
لت 3 
۲ ۱ ئ ۲ 
8 عيّن الاقیاس الرئيسية الأقواس الوجهة التي أقياسها هي : 637 7 رد ؛ 
r 227 709‏ 0 
_- رد + + د ؛ ۲۱650 + - 4857" 
6 7 
7 مک 5 71 
9. عيّن الاقیاس الرئيسية للاقواس الوجهة البي أقياسها هي : ود 
ی 2 
r 7 . 2‏ 1 
ردب نہ رد 128رد ردب ۸125رد؛ 
3 4 3 
r 11 12‏ 713 ۰ 15 
ام رو ات ردب ردب 10 »رود.ي - رد 
3 6 2 6 
r 0 r 7 r 28‏ 
ب رد رد ؟ ر ۵ . 
3 5 4 
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0 القیس الريسي لقوس موجهة هو 2ر د. 
1) أثبت أنه يوجد قيس وحيد » هذه القوس حيث 
©4923 ؛ 22+49 ع[ 
2 أثبت أنه يوجد قيس وحيد 8 هذه القوس حيث 
مد]- 39 + -39 +12 ] 





سیم ہے 
1ء ب » ح ثلاث نقط من دائرة موجهة + » و 8 قیسان للقوسين اب وب < 
عين قيس القوس !< الذي يتتمي إلى ا حال [ ۰0 2 7[ ي کل حالة من 
الحالات التالية : 
4 ۲ 75 
و ےو 0 اس | 
3 6 
r 3‏ 23 
a i‏ لا وه 
4 2 
r 3 r 2‏ 
و2 اص و ق 
4 
r7 r 50‏ 
= و ّح مہ 
4 


2. (5) داثرة موجهة نصف قطرها 4 سم . 


r 2‏ 
اء ب. < ثلاث نقط من (وی) بحيث يكون العددان س 
3 


a‏ ہے .سل 
و( -2) سین على الترتیب ۰ للقوسين اب و ا<. 
3 


ح- بل 


او تقو ااشی لی بت 
حبسي طرل اھت ھن 


43 


3 (7 ) دائرة مثلثية و ! نقطة ما . 
عين النقطتین ج و " بحیث یکون العددان 1560 و (- 2025 ) قیسین : 
بو رح 
بالدرجات ۰ للقوسين اج" و اج" » على الریییے 
احسب ٠‏ بالرادیانات » القیس الرئيبي للقوس 2 2 . 
4 ( ۷ ) داثرة مثلثية نصف قطرها 5 سم . 
تتحرك نقطة و على الداثرة ر ۷ ) ۰ ي الانجاه الوجب » منطلقة من ) ومستقرة 
عند م . ہر 
عين القيس الرئيسي للقوس !ب إذا قطعت النقطة ج مسافة قدرها 12 سم . 
العلاقات المثلثية الأساسية : 
3. تب عدد حقيي » ات 
ہے a‏ = 2+1 جب س ی س 
2 ( جب س- نجي س )” = 1 - 2 جب س تچب س 
3 ( جب سب + نجب س )ا + ( جب س - نجب س )= 2 


4) جب * سں - تچب س = جب* س - چ س 


0 . س عدد حقیق : بسط ما يلي : 
1) ظل س جب س 
2) جب س + جب س یں س 


1 


1 (03 





تج س 
4 جب س - تچ“ س 


7 . سح عدد حقیق ء أثبت أن : 














جب س 1 
1( 1+ = 

تجی* س ج س 

تجي* س 1 
2 1+ کی 


جب س جب سس 


3) سے یسح 
جب س 1 + جب س 
4 سس سس 
جب س 1+ جب س 
r 3‏ 
25 . احسب جب س و جب س إذا كان × < س < وظل س = 


1 1 1 
وا ہے احسب نحب س وجب سس إذا کال < س < 7 وظل س = 
2 


r 3‏ 
۱ . احسب جب س وظل س علا أن < س <0 وتجي س = - 0,3 


r 3 ۰‏ 
۱ . 'حسب جب س وظل س إذا كان << س < 2 7 وجب س = - 0,6 
د. . أثبت أن : ( 1+ ظل* س = 1 + ظل” ع ) > ( تحب ع = يجب س ) 
1 
و سب عدد حقيق حيث 0< س < 


2 
1 


1 + ظل " س 


1) أثبت أن تچب س ب 


پډ . س وع قيسان . بالراديان ۔ لزاويتين 


: 
EY‏ 5۳ سم م ہس >> 
از ان : کی ہر 


5 . س وع قیسان . بالرادیان زاو یتین 
تجب؛ س + ےہ - 1 
اس أن : رہ+ع۔-)ء( و ( 
2 ‌ 2 
جب س + جب ع = 1 
ا نت مكلك مساوق السافن راشتة. 
نسمي ك السقط العمودي للنقطة ! على الستقم رب <) 


0 1 
( 
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ول السمط العمودء لفط ب الستم / 
۳ 7 28 پک على لستقم ( =>( 
2) نضع اب ةط . 
سح 
» قيس . بالرادیان للزویة ([اب ال ] حیث ٭د ٠|‏ 





انيت أن : ب <= 2 ط جب ٭ ؛ مال = ط جب ۰2 ؛ 
استنتج أن : 


جب 2 ± = 2 جب © تجب ± 


7. (ء ) داثرة مرکزها م ونصف قطرها س 
! و ب نقطتان متقابلتان قطریا في الداثرة (و) وج نقطة من (5) مختلف ء 
» قيس ء بالرادیان : للزاوية [1م ۰ اب ] 
1) أحسب السافتین جا و د م بدلالة » واس 
2 نسمي 5 نقطة تقاط المستقبم (21) و الماس في النقطة ب للدائرة (و. 
نخست السافات وء و!. واماء وج بدلالة ‏ و ی 
3 أدرس الحالات الخاصة التالة : 


1 1 1 
=a‏ سس 5 6 اس ی 7+ كد — 


3 4 6 


کک 


8 . ام < مثلث قائم في الزاوية ! و اب << 60" 
1( أحسب آحب بالدرجات 
2) ب هي نظيرة النقطة ب بالنسبة إلى النقطة ؟ 
ما هى طبيعة المثلث ب بت" 
a.‏ نضع حاط + اح له ؛ ادل 
ه احسب اب و اح بدلالة ط 
اعت ای زی و ا 


اتی < وف بدلالة ل 
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3 . اب < مللث متساوي الساقن حیث آمب << 
ا السقط العمودي للنقطة ا على (ب<ح) وب" السقط العمودي للنقطة ب 
عل رای 


سر 


نضم : اب‌عط وب<-< ۰2 

1 ات الاطوال م <ح؛ ۲+ ہاب + اب" + ب" < بدلالة 
العددين ط و » 

2 بالتعییر عن الطول م < بطریقتین مختلفتين 


أثبت أن : جب 2 » = 2 جب » نجب » 


3) بالتعبیر عن الطول !< بطریقتین مختلفتين 
ایت أن : تحب 2 6 = 2-1 جب” » 


و جب 2 » = جب ۾ - جب » 


۱ . عبر عن الاعداد الحقيقية التالية بواسطة جب س » تجب سءظل س » 


(ee (‏ 
دس e‏ 
جا مسرم 
e (e‏ 
(سچ) ع( 
(سم) ‏ ع( د( 
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+. < عدد حقيتي . أحسب ا جامیع التالية : 
0( ليجب (ہ +۲) + بجحب (» + ۸2) + جب (ه-2 ) + نجب (3-0) 


2( مب( ده )+ جب رمدم + جب روبی 


2 
r 7 r3‏ 
3( ب( »)+ مب( م), جب ( 3 ۸۲ + ») 
2 2 
- جب ( 7 ۸ -») 
4 ظل ( × - »)+ ظل ( × + + ظل ( ۸2 -2) + ظل ).-5( 
2 


Eee‏ وس( )ط273 


0 تب عدد حقیق ۰ بسط ا جحامیع التالية : 


1 2 تجب"*(- س ) + تچب ر د س) + 1 


2 جب ( ۸ - سن ) - 2 جب ( ۸ - سم + 3 


1 1 5 
3( ج( 2-س )+ هب[ ش س) - ب س و سس ھی 
2 2 


1 
4 حب | رسب + جب | 2رس ۱ 
2 2 


العادلات الثلثية الاساسية : 
دب . حل . في ع ٠‏ العادلات التالية : 


2۷ 


0 تب سے 
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3 4 ب س + 1 - 0 
4 4ں س- 0-1 
۳0 1 
5) 2 بحب[ 3 س-- | - 1 
3 


1 
6 نجب 2 س = جب ۔- 
۱ 5 


8 نجب2 س + 1 - 0 


9( جب وس - هب | 2 س ) 
35 7 


r 2‏ 
0 تھب وس تب ( سس ) 
3 


: 1 1 
11( مب ( وس - )- هب[ وس + ) 
4 3 


ب+. حل . في 6 العادلات التالية : 
1 


1) جب سس = 


3۷ 


2 


3 2 جب س +3 -0 
4 2 جب س-3 -0 
5 4 جب*س- 0-1 
6 جب 3 س = [ 

7 جب س + 0-2 


8( 2ب( )3۷ 


3 
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9( جب 2 س جب( -س) 
3 


1 1 
3 4 
1 12 
11( جب( دس + ) -جب ت-س) 
3 3 


دمح 5 ۳ المعادلات التالية : 
۰ ۰ 5 
+7چھء 


2 ظل س = 1 
3 ظل* س - 3 - 0 


(e 
0- 3+) 2 - ل(‎ (5 
سو( وس‎ 


4 


سح( 


0ب . حل » ي 6 العادلات التالية : 
1 2 جب*س-3 جب س +1 = 0 
2 2 جب*س - 7 جب س +3 = 0 
3 4 جب س 2 ( 3۷-1 ) جب س - ا3 -0 
4( ظل * س + «با3 + 1 ) ظل س + با3 = 0 
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5 وی *2 س -3 نهب 2 س + 1 - 0 
7 حل > لاج المعادلات التالية : 


7 1 1 5 

1( جب( 6 س +2 ) تب( وس“( و 0< سخ 2 7 
3 
3ہ ر 

2) جب س = جب ل وجب س <0 
10 


1 
3( جب 2 س- جب( 3-5 س) و -7<س <3 2 
2 


4 جب 2 س = - جب س و 0< س <2 7 


اذا 


الباب الثامن 


الدوال العددية 


عمومیات على الدرال العددية تخیر حقيق 
الدالة التالفية 
الدالة س ہب ا سة + بی س + ح (؛0#) 


1 
الدالة سب (ا07#) 


1 





لقد قدمت في الستة السابقة بعض المفاهم المتعلقة بالتطبيقات الالفة ( التغيات » 
القثيل البياني ....) . في هذه الستة » تعمّم هذه المفاهم وتدعَم بتعات عکن اللاميذ 
من دراسة كاملة لدوال عددية آخری : 
س ہے اس3 + ی س + دح (الریں 
۷ئ )0#( 
س 


وتطبيقا | ورد في البرنامج فإن مفهومي النباية والمنتقم القارب قد تم استخراجها 
انطلاقا من أمثلة بسيطة 
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| 27 | | عبت على الدول تمد رح 


1 الدوال العددية لتغیر حقيق : 


تعريف 
تسمى كل دالة لمحموعةالأعداد الحقيقية ج في نفسها دالة عددية 





لتغير حقیتی 


إذا كانت تا دالة عددية للمتغير الحقغق سب فان العنصر تا ( ب ) يسمى 

صورة العنصر سب بالدالة تا 

العنصر سد يسمى سابقة للعنصر تا( س) 

محموعة تعریف الدالة تا هي حموعة عناصر المجموعة ج الي فا صورة في < 

بالدالة تا 

أمثلة : 

1) الدالة تا : ۶ج 
رت ےشن 

هي دالة عددية للمتغير الحقيي تھے 

مجموعة تعريفها هي ا حموعة > 


فود ]دع ړز 


2 الدالة ها : ےج 





هى دالة عددية للمتغير الحقيق سن 


سس ہے 


عن ےا 


مجموعة تعريفها هي ا حموعة © باستثناء 1 
ف یت ہہ ]رقع جد 1 ۰1 +۰ [ 
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3 الدالة عا: > 6 
س ہے 21 - س 
هى دالة عددية للمتغير الحقيي 3 
تكون هذه الدالة معرفة إذا وفقط إذا كان 2 - س> 0 
فى <] - ۰ 2 ] 
4) الدالة الي ترفق بكل عدد حقیی س العدد الحقيي جب س هي دالة 
عددية للمتغیر الحقيتى سب وتسمی, الدالة جيب عام 
يب :6۰ 
س بے نجي بب 
مجموعة تعريفها هي ا جحموعة ج 
5) الدالة الي ترفق بكل عدد حقيتي س العدد ا لحقیتی جب س هي دالة 
عددية للمتغیر الحقيتى سب و تسمى الدالة احیب 
جب جج 
س يه حب سل 
حموعة تعريفها هي المجموعة 6 
6 الدالة الي ترفق يكل عدد حقيتي سس العدد الحقيني ظل سب هي دالة 
عددية للمتغير الحقيي س وتسمى الدالة الظل 


ظل : + ج 
تعلم أن ظل س معرف إذا وفقط إذا كان نجي س 07 
1 
2 


1 
یه س = + ےل (لادصہ) 
2 
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إذن حموعة تعريف الدالة الظل هى ا حموعة ج باستثناء الأعداد ا حقیقیة 
1 

من الشكل + ۸ك» (لادصہ) 
2 


2 - اجای تغير دالة على محال 
2 تعاريف : 

لقد رأينا قي السنة السابقة ما پل : 
إذا اعترناء مثلا » الدالة تا : سب 3 س 
وأخذنا عددين كيفيين سن روہ فإن العددين ثارت )و تارہ) 
مرتان في نفس الترتيب بالنسبة لترتيب العددين س و سس وقلنا إن الدالة 
تا متزايدة تماما على ج 5 
وإذا اعتبرنا الدالة ها : س بے - 2 س وأخذنا عددین کیفیین س وس 
فان العددین ها رب ) و ها ( تب ) مرتبان في الترتيب العكسبي بالنسبة 
لترتيب العددین سب و سب وقلنا إن الدالة ها متناقصة تماما على 
وبصورة عامة عکن إعطاء التعار بف التالية : 
تا دالة عددية معرفة على محال ل . 
تعريف 1 : 
تكون تا متزايدة عاما على ل إذا وفقط إذا تحقق ما يل 


لاسن دل ۷ س ول : س حدس ےتا( س )<< تاوس ) 
1 2 1 2 1 2 











عریف 2 : 
تکون تا متزايدة على ل إذا وفقط إذا تحقق ما لي - 


لاس دل . لاس ول : سے < س > تاوس )< <تارسر) 
1 1 












تعریف 3 : 
تکون .تا متناقصة تماما على ل إذا وفقط إذا تحقق ما يل 


لاس دل لاسن ول : س دس > تاوس >تارسر) 
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تعریف 4 : 
تکون تا متناقصة على ل إذا وفقط إذا نحقق ما يلي 


لاسن ول ۷س ول: س <س ے تارس ) > تا رس 
1 2 1 2 1 2 






تعربف 5 : 
تکون تا ابتة على ل إذا وفقط إذا نحقق ما بل 


لاس ولء لاس دل : تارب )= تا( ر) 


إذا كانت الدالة تا إما متناقصة لإما متزايدة على ل نقول إنہا رتيبة على ل 

أمثلة : 

1) الدالة العددية تا : س به س: متزايدة تماما على ا محال [ ۰0 +« [ 
لأن : 0س حدم > اق تماق 

2) الدالة العددية تا : س به سة متناقصة تماماً على ا جال ع - ۳ 0 ] 
لأن : س دس <0> مھ 

3 نعتبر الدالتين العدديتين 


س “+ کت س 





س ب نجي س 
باستعال الدائرة المثلثية نلاحظ 


1 
انه اذا کان : 0 < س < سل < - فان جب سل < جب لر 
1 2 


1 
واذا کان : < س <س وح فان یں س > حتف سس 
1 2 ۰ 1 2 2 

2 


1 
الدالة احیب مترايدة تماما على [ 0 ۰ - ] والدالة ایب تام متناقصة اما 
2 


1 


0ء -- 
على [ >[ 
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2 - نسبة تزايد دالة 

إذا كانت دالة عددية تا متزايدة على محال ل فان النسبة 
ده رکون موجبة مھا يكن العددان ا حقیقیان ا ختلفان 
ا کا کے و کت 

س و س وإذا كانت تا متناقصة على ل فان النسبة 
تا ر س )تاوس : 
7ئ ا اك 'النودان: الان لاد 


تارب ) - تا( ,) 


سی ال نسبة تزابد الدالة تا بين 
س س 
1 2 


العددين الحقيقين الختلفين س و سب 





من هذا التعريف ومن التعاریف السابقة نستتتج ما يلي 
٭ تا متزايدة تماما على ل کے لاسن ولء لاسن ول رس #سر) 
ثارت )- تا( بی 
1 2 < 
دن . 
ه تا متزايدة على ل جه لاس دل ء لاس ول رس سس ) 
تاوصا ا( 
1 2 < 
سس 
٭ تا متناقصة تماما على ل جه لاسن ول » لاسن ول رس سس ) 
باورط )-تارہیں 
1 2 > 
ا ماف 
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« تا متناقصة على ل ج لاس ول ۷ے ول رس لوس9 
تارب )- نار ) 
سس و 
AS‏ 
٭ تا ثابتة على ل اجه پا ڈول سی یر رس وس ) 
تا ر( 7 تا( ) 
س - سل 
2 جدول تضرات دالة 
إن دراسة تغيرات دالة تا تعنی تعبين الحالات من مجموعة تعريفها الى 
تكون فا تا متزايدة والمحالات التی تكون فما نا متناقصة 
سر هذه 7رگ رھ سی مض تغيرات تا 


sS 


و إذا كانت متناقصة على الخال 1 ¢ ب ] رمم الحدول التالي : 
سی |1 تب 


3 ا مٹیل البیانی لدالة 
الستوي منسوب إلى معلم ( م :و ی 
3 ۔ تعریف : 
تا دالة عددية معرفة على ا حموعة ف 
المنحنى (ی) المثل للدالة تا ي لعلم (م »وء ي) هو حموعة 
النقط ورس ع) من الستوي بحیث يكون : 
س و ف وعظةتاوس) 
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العادلة ع تا( س ) تسمى معادلة المنحني (ي) 

مثال : 

المنحني المثل للدالة کا : سب2 س + 1 

هو مجموعة النقط و ( س ۱ع ) من الستوي بحیث يكون 
سن وج و ع =2 سب + ] 
ونعلم ان ع = 2 سس + 1 
هي معادلة مستقم (۵) 





3 - العناصر التي تساعد على رسم النحنیات 

» الدوال الروجية 

تا دالة عددية معرفة على احموعة ف من ح 
تکون الدالة تا زوجية إذا وفقط إذا تحقق ما يلي 
۷ س دف : -س‌وف و تا( س )= تار س) 















أمثلة : 
1) الدالة العددية س ‏ س٥‏ زوجية لأنه : 
نو E E‏ و یو a‏ 
1 
2 الدالة العددية سب زوجية لانه 
اس 
7 ۲ 1 
۷سوج٭: ای و ۲ 
6ك ا 
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3) الدالة العددية س به نجي سل زوجية لأنه 

۷ س دج : - سوج وجب (-ص) نجي س 
ادا ات لاله ۶ رونعد وکان 
ري ع الا ي العلم امتعامد 
رم . و ٠ی)‏ فان النقطتين 


۳ سب او( و 
۳ دسر =( ا 


فاصلتان متعا کستان وترتیبان متساویان ۰ فها متناظرتان بالنسبة إلى حور 
التراتيب 





حور التراتیب هو حور تناظر للمنحني (ي ) 
ه الدوال الفردية : 
تا دالة عددية معرفة على المحموعة ف من ج 


تكون الدالة تا فردية إذا وفقط إذا تحقق ما يل 





۷ص دی : - س وف و تا( - س)ت -تارس) 
أمغلة : 
۱ 2 
1) الدالة العددية س به فردية لأن : 
س 
1 نی 2 2 
لاس وخ : 5 نوخ لدت لد 
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2 الدالة العددية س به جي س فردية لان : 
۷ وخ : سوج وجب( س) -- جب س 
3 الدالة العددية س به سد فردية لان : 


۷ سس وچ : داس وج و( س )3> - سد 


إذا كانت الدالة تا فردية وکان 
ري ) عثیلها البیانی في العلم 


ے 


رم .و ي) فان النقطتین 


۳ سل ۂ (r‏ 


3 ۳ سا =( نما فاصلتان متعاکستان وترتیبان 





متعا كسان فها متناظرتان بالنسبة إلى النقطة م 


بدا م هو مركز تناظر للمنحتي (ي) 





الدالة التالفية 


نسمي دالة تالفية كل دالة عددية تا للمتغير الحقيي س العرفة کا 
5 


يا * 


تا ( س ) = اس +ب حيث ! وبا عددان حفنقیان 





ناو كان نت سیا نقول إن الذالة تا خطية 
ان ا دوا کرت الوا ات 
أمثلة. : 

1 الدالة : س به - 2 س + 1 تالفية . 

2 الدالة : س ب 4 س تالفية وهي خطية 
3 الدالة : س + - 5 الفية وهي ثابتة 

4 الدالة : س بس + 1 ليست تالفية . 
2 - دراسة الدالة تا : س 4۰7 س 

ه حموعة التعریف : الدالة با معرفة على ج . 
ه امجاه التغير 

مها يكن العددان الحقيقيان الحتلفان س و س, 


لدينا : 
ل القند سال از از =4 
و چرنے E‏ ”یم Ea‏ 


با أن هذه النسبة موجبة تماما فان الدالة تا متزايدة تماما على ج . 


ه دراسة الدالة تا من أجل الق الكبيرة للعدد | س | : 
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7 10 210 30 40 
تا(س) 40 400 4000 40000 


نلاحظ أن قم تا ( س ) تكون کبيرة أكثر فأكثر بقدر ما یکون س کبیرا . 
والسوال الذي عکن طرحه هو : هل عکن جعل تا (س ) کبیرا بالقدر 


الذي تریده ؟ 
وبتعبير آخر : هل يمكن جعل تا( س ) أكبر من أي عدد معلوم ل ؟ 
لدينا : 
تا( س ) > ل ج 4 س > ل 
ل 


چ بين عه 
4 


ل 
إذن TOE‏ وج دود 


:. 1 
سس تن شش لت 
تفر شن شم اه اق 


إن تا( س ) يؤول إلى ما لا نهاية عندما يؤول س إلى ما لا نہایة 
ونکتب : تا(س) ۰+ عندما س + + ممه 


ومن جهة أخرى نلاحظ . 2 الحدول التالي : 





أن قهم ( - تا( س ) . تکون كبيرة أكثر فأكثر بقدر ما يكون ( - س ) 
کبرا . وعکن . هنا » القول إن : 
(- تا رس )۰+۰ عندما (-س ) + س 
نقول » ي هذه الحالة ء إن : 
تا ر س ) يؤول إلى ناقص ما لا نهاية عندما بژول س إلى ناقص ما لا نہایة 
ونکتب : تا س )۰ د عندما س + من 
ه جدول التغرات : 
نسجل في ا حدول التالي نتائج الدراسة السابقة : 


س ]ہے + من 


4 


ات 
ه اللقثيل البياني : في الستوي النسوب إلى العلم (م . و . ی ) النحتي 
الممثل للداله تا : س4س هو محموعة النقط و (س ۰ع) من 
الستوي حیث : 

سن دخ واع-4 س 

ونعلم أن ع = 4 س هي معادلة مستقم . 

هذا الستقم يشمل ا بدا م ومعامل توجيبه 4 





3 - دراسة الدالة تا : س بے -2 س + 1 : 
ه مجموعة التعريف : الدالة تا معرفة على > . 
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۰ انجاه التغر 
مها كان العددان الحقيقيان ا ختلفان س و سر 
لدينا : 
تارس )-۔تا(س ) (-2س +1)-(-2س +1) 
لم بر س, سر 
بر 2 ص 
پ : سوک _ و 
ر لر 
عا أن هذه النسبة سالبة تماما فان الدالة تا متناقصة تماما على ج . 
ه دراسة الدالة تا من أجل القع الكبيرة للعدد | س | 
الحدول التالي بعطي بعض القم الکبيرة للعدد س وقیم تا( س ) الناسبة 
لما : 
۳ 10 210 310 10+ 
تا(س) -19 199 -1999 -19999 


نلاحظ أن قم ( - تا( س ) تكون كبيرة أكثر فأكثر بقدر ما یکون س 
كرات 

نفس السؤال الذي طرح في الثال السابق يمكن طرحه هنا : 
هل يمكن جعل ( - تا(س ) ) أكبر من أي عدد معلوم ل ؟ 








لدينا : 
۔تا(س )> ل جح -(-2 س + 1 )> ل 
:0 
حب سن > 
2 

ادن : 

0 1[+ل َ 
لكي یکون (-تا(س ))>ل يکي أخذ س > ۰ ) مثلا 
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:۰ 1 + ۱۱10 
للحصول على - تا رس ) > 10'' يکي أخذ س > 2 ( 


ونعبر عن هذه الحالة بالقول إن : 

تا ( س ) يؤول إلى ناقص ما لا نہایة عندما يؤول س إلى ما لا نہایة 
ونكتب : تا (س) ۰-۰ عندما س ۰+ « 

ومن جهة أخرى وبطريقة ماثلة نحصل على ما يلي : 

يؤول تا رس ) إلى ما لا نهاية عندما يؤول (- س ) إلى ما لا نهاية . 
نقول في هذه ا الة إن : 

تا رس ) يؤول إلى ما لا نهاية عندما يؤول س إلى ناقص ما لا نہایة 
ونکتب : تارس) ++« عندما. س > - ه 

ه جدول التغيرات : 

نسجل في الحدول التالي نتائج الدراسة السابقة : 


- صن + ہب 


-2 سن ٩+‏ 71+ سے 
ه القثيل البياني:: في الستوي النسوب إلى العلم (م : و ۰ ی ) النحني 
هو محموعة النقط و (س ۱۰ع ) من الستوي حيث : 
ونعلم أن ع = - 2 س + 1 هي معادلة مستقم ا 
لرسم هذا المستقم يكني أخذ نقطتین منه مثلا النقطتين !(1۰0) و 
ب( ۰1 -1). 





4 - دراسة الدالة التالفیة تا : س “!س + ب 
الدالة التالفية س “س + م معرفة على ج . 


ه انحاہ التغير 

مها كان العددان الحقيقيان ا ختلفان س و س لدينا : 

تا(س )-تارس) (اسر+ب) -«اس, +ص) 

س, خر م خر 
اوس اے 
لم ار 

عیز ثلاث حالات : 

(ذا کان - 0 تکون الدالة تا ابتة على ج . 

إذا كان 1> 0 تکون الدالة تا متزايدة تماما على ج . 

إذا کان !< 0 تکون الدالة تا متناقصة تماما على ج . 


ه دراسة الدالة تا من أجل الق الكبيرة للعدد | س | 
كا رأينا في ا ثالین السابقین عکن التأكد من النتائج التالية : 
1 ادا كان 0۲ فان : 

تا رس ) > + © عندما س + + مه 

تا(س ) >- »© عندما سے - مه 
'2) إذا كان <0 فان : 

تا رس ) ۰+« عندما سے - ©» 
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ه جدول التغيرات- : 


0 
سس ا1 لله ۳ سا لے هی + مه 
و 5-57 5 تو 
تا(س) 0پ و تا(س) سے _ می 


ه التمثيل البياني : في الستوي النسوب إلى العلم (م » و + ی ) المنحني 
الممثل للدالة التالفية س باس +ب 

هو مجموعة النقط ج (س ۰ع ) من المستوي حيث : 

س د] و ع<اس + ب. 

ونعلم أن ع اس + م هي معادلة مستقم معامل توجه ۲ . 





)0>۱( 

ملاحظات تتعلق ععامل توجیه مستقم : 
نذکر فا يلي بعض النتائج التعلقة ععامل توجیه مستقم : 

» معامل توجیه الستقیم الذي يشمل النقطتین 2 (س, ٤ع,)‏ 


وه (س. وع ) حيث س ۶س هو النسبة : ار 
س سے 
ه إذا كان | و ۲" معامل توجيه المستقيمين (ھ) و (4) فان : 
= جه (ھ)//(ھٴ) 
ه إذا كان ! و ! معامل توجيه المستقيمين (ه ) و (۸) وكان المحم 
متعامداً ومتجانسا: فان : 
1= - ۱ حه (۸ ۸(1 
7 رم درد ) 


1 دراسة الدالة تا : س“ س2 
ه مجموعة التعريف : ۱ 
الدالة تا معرفة على ج . 
ه ااه التغير : 
مها كان العددان ا حقیقیان الحتلفان س و س لدينا : 
تا( س )۔-۔تا(س,) س5 سي 

ر بر لم بر 

و ا ENO‏ 2 

س, حر 

حسن ر 
إذا کان س >0 وس >0 وس سر فان : س +س > 0 
وإذا کان س <0 وس <0 و س سر فان : س + اس <0 
إدن : 
الدالة تا متناقصة تماماً على ] - ۰ 0 ] ومتزايدة تماما على [ . + © [ . 
لدینا : ۱ 
تا( 0 )=0 ولاس دح : تا رس ) >تا(0) 
يسمى العدد تا (0) القيمة الصغری للدالة تا . 
لاحظ > في الجدول ال ؛ أن قم تا ( س ) تکون کیرۃ أكثر فاکثر بقدر 

سس 0 | 10| 1°10 1۱0+ 
ارس | 10 | ۱۰۱۵ ۱۶۱0 10 


110 


لفرض أن س موجب و لنبرهن أنه یمکن جعل تا ( س ) أكبر من أي عدد 
معلوم موجب ل . 
تا رس ) > ل جه س* > ل 

مه من > بأل ( لأن س موجب ) 
لكى يكون تاوس )> ل یکی أخذ س > بال (مثلاً للحصول. على 
تاوس ) > ۱:10 یکی أخذ س > 810 . 
تو ف شر او و 
إن تا ( س ) يؤول إلى ما لا نہایة عندما یؤول س إلى ما لا نهاية 
ونکتب : 

تا ر س) ۰+ × عتدما س ۰+ × 
وبطريقة ماثلة نحصل على ما يلي : 
يؤول نا(س) إلى ما لا نہایة عندها يؤول ( - س ) إلى ما نایة. 
نقول . في هذه الحالة إن : 
تا رس ) يؤول إلى ما لا نہایة عندما يؤول س إلى ناقص ما لا نهباية . 
ونكتب : 
رس وت عدي پت 





۰ الدمثيل البياني 3 


چ 


الستوي منسوت إلى المعلم رم درو ی ). 
المنحني المثل للدالة س بت س هو محموعة النقط 2 «س .ع ) من 
1 سوي مب س 3ح 2ھ نک 


لرسیم هذا المنحو نشي ء بعص النقط منه . 


۲٢ 


لمم 
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الحدول التالي بعطی إحداثیات هذه النقط 





يسمى هذا النحنی قطعا مکافتاً ر الشكل 1) 
تلخعظ. أن هذا التسی, یشنم 
النقطة م ذا اتشان عدة نقط 
محاورة للنقطة م حصل على منحن 
له المظهر المبيّن في الشكل امحاور . 





من جهة أخرى نلاحظ أن الدالة تا زوجية : 
۷س دخ : (دس) دج 

و ترس )>تا(-س) 

إذن » في الستوي النسوب إلى معام 
متعامد » ور التراتيب هو مور 
تناظر للمنحني . ( الشكل 2 ) 
تسمي النقطة م ذروة القطع 
المكافي ء 
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2 دراسة الدالة تا - س ¬ -2 س + 3 


ه مجموعة التعريف , 

الدالة تا معرفة على ج . 

ه انجاه التغير : 

مها يكن العددان ا حقیقیان احتلفان س, وس لدينا : 
تا رس ) - تا( س,) (-2س* +3)-(-2س” +3 
ںبصش بر صس, ار 


2-7 سر س؟) 


یں مر 

>-2(س + س,) 
إذا كان س >0 و س >0 و س ج س فان : 
-2(س +س )<0 
إذا کان سن <0 وس <0 وس لسن 7 
-2(س +س,) > 0 
إذن : 
الدالة تا متزايدة تماما على ع - ۰ 0 ] ومتناقصة تماما على 07 . + د[ 
لدینا : 
تا (0) = 3 ولاس دخ : تارس) -نا(0) < - 2 س! 
ادن : ٣س‏ دا ارس ) <نا(0) 
بسمی العدد تا ( 0 ) القيمة العظمی للدالة تا . 
٠‏ دراسة الدالة تا من أجل القم الکبيرة للعدد | س | . 

113 








نلاحظ › ي ا حدولین التاليين 


:10- 210- 10- ۳ 

تا (س) 197 1997 19997 

سس 10 210 310 

تا (س) -197 1997 19997 

أن قم - تا( س ) ) تكون کبيرة أكثر فأكثر بقدر ما تكون قبم | س | 
گر 


كا رأينا فی الأمثلة السابقة بمكن التأكد من النتيجة التالية : 
تا ( س ) > - ٥‏ عندما س > + ه 
تا(س)ے-ہ عندما سے - ص 


ه جدول التغرات : 






سس 0 


تا(سی) 


+ مه 


کہ جح 
٠‏ الدمثيل البيالي : 


المنحنى (7) الممثل للدالة : س 2-٠4‏ سخ + 3 هو محموعة النقط 
الحدول التالي يعطي إحدائيات بعض النقط من )٦(‏ 

س -3 2 ] -1 | 0 2111 | 3 

تا (س) 15 -5 | +1 3 | 1 -5 |-15 


النحي (7) يسمى ؛ اشا قطعا مکافتاً . 
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إذا رسمنا ( ١‏ ) بي الستوي المنسوب إلى معلم متعامد نحصل على منحن له 
امهو لین لق الك اال : 


حور التراتیب هو حور تناظر ( 7 ) . 
ذروة القطم الكافيء (+) 
هى النقطة و(0.. 3) ١‏ 


1 
3 دراسة الدالة تا : س ۰۰ --س*-2س + 1 
2 


۰ حموعة التعريف : 

الدالة تا معرفة على ج . 

۰ اناه التغير : 

مها يكن العددان الحقيقيان احتلفان س و س لدینا : 


1 
(-س 2س +1)-( سن -2س 1( 
تا(رس )-تا(سر) _ و ١‏ 2 ۰ 


و وج سس سر 
1 
مرس سن -2(س -س,) 
۲ 5 
مر سر 
1 
(س -س )| - (س +س,)-2 
و لیر 
1 





کی کات نسبة التزاید کا بلي : 


تا رس ) - تا(س, ) ۴ | 
مم 2 کک س س +س -4 
سے لار 2 


إذن : 
الدالة تا متناقصة عام علی کس و متزايدة اما علی ۰21 +12 
لدینا : تا (2)=-1 و ۷س دح تا(س)>تا(2) 


14 1 
لان : لاس دج تارس)- نا (2)-- وس -2)* 
2 


تا (2) هو القيمة الصغری للدالة تا . 
٠‏ دراسة الدالة تا من أجل الق الكبيرة للعدد اس | 
نلاحظ ۰ في الجدولين التالیین 


7 10 210 310 
7 31 4801 498001 
7 -10 -10د -10+ 


تا(س) 71 530 502001 
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أن قم تا( س ) تكون كبيرة أكثر فا کثر بقدر ما تکون قے | س | كبيرة . 
كا رأينا في الأمثلة السابقة » عکن التأكد من النتيجة التالية : 
تا رس ) ۰+ عندما س > + م 


س | من 2 + مو 
تا(رس) دہ + oO‏ 
سے 1 


1 
المنحنى (# ) للدالة سل>- س2-2 س +1 هو محموعة النقط 
: 2 


1 


الحدول التالي يعطى إحداثيات بعض النقط من ( " ) 





التحني ( + ) يسمى » ایض 5 
قطعا مكافئاً . 

وي سی ارت إلى معلم 

متعامد ( م .و ی) ؛ المستقيم دو 
المعادلة س =2 هو عور تناظر 

للمنحي ( 7 ) . 
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ولاشات ذلك نقوم بتع بر للدعى محتفظین لا ای ماھت ESE‏ 
النقطة و (2 ۰ -1) 9 "0 

ر کیا هو مبین في جدول تغیرات . الدالة تا تاخذ قیمتها جج 
من أجل س - 2 ) . 

نعلم أنه إذا كان رس . ع ) احدائيي التقطة ج في في المعلم (م .و ی) و 
(س .ع ') احدائیما في العلم رو و ی) فان نم ے 





س ع 2 + س 


+= 


ھ0 
ومعادلته ف 5 الحديد (5 ی ھی : 


- 1 جع 22 +س )*-2(2+س) + ! 


۱ 1 
عا ان الدالة س به س د زوجية فان حور التراتتب ب للمعلم امحدید هو حور 
2 


صر لها |١‏ لاني( 7 ) 
معادلة هذا احور » ي ي المعلم الحدید هي س =0 


ومعادلته ء في الم (م ۰و ئ) هي اس۔ 2. 
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4 دراسة الدالة تا : س + اس + م س +<(01): 
۰ حموعة التعریف 


الدالة تا معرفة على ج . 


ہ ا جا٥‏ التغير : 
مها یکن العدوان اهاز احتلغان س و س لدينا : 
1 2 


تا رس ) - تارس,) 


من - کن 
1 2 
( اس *+ماس +<)-(اس” +ماس +<) 


اا م١‏ 
سس ”)+ ص (س - س,) 
1 4« 
_ (س -س )[(ا(س +س,) ۲ب ] 
س --س 
1 2 


جارس + س,) + ب 


يمكن كتابة نسبة التزایدات هذه كا يلي : 
تا رس ) - تا(س) وت 
22| وس +س )+ 
5 کس 1 2 1 
و لب و 


| (س رو تو سن | 
.2 2 
يز حالتين : )> 0. و !<0 
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الحالة الأولى ١‏ > 0 : 


إذا کان یس دس واس > -— و اس 7 س فان 
2 3 ۱ 2 
"| (س )له لسن + <0 
2 : ۱ 
ادا كاش اک واب تو ح و رس ہیں فان 
2 1 2 


الدالة تا متناقصة غاماً على 3-۲ . 


۳9 


2 


الحالة الثائىة | < 0 : 
إذا كان س > ست وس > لس وس ٹس فإن 
۱2 1 2 ۱ 1 
| (س +-)+روس | >0 
۱ 2 
ادا کان سے وس وکا او رس رش فان 
0 2 2 و ٣‏ 


إذن : 


ہے 


5 فص یف 


2 
| حر 
2 ۱ 


. 7 


4 


۲ 05 5 کے 
وت وت 


إذن : 


._ إذا کان 0۲ فان : لاس دوخ تا( ۶( 6 
2 


۳ 6 هي القيمة الصغرى للدالة تا 
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- اذا كان 1 < 0 فإن : لاس دح ارس )۲۶( 
2 


۳ 6 هى القيمة العظمى للدالة تا 
۰09 


ه دراسة الدالة تا من أجل القم الكبيرة للعدد | س | 
إذا حسبنا قم تا( س ) من أجل بعض القيم الكبيرة للعدد | س | نلاحظ 
أن قم | تا( س ) | تكون كبيرة أكثر فأكثر بقدر ما يكون | س | کیا . 
ويمكن التأكد من النتائج التالية : 
- إذا كان !> 0 فان : 
تا( س )ے+ت عندما س + ه 
تا( س ) ۰+ عندما س > - ه 
- إذا کان !< 0 فان : 
تا رس ) ۰« عندما سے + ه 
تا س) ۰-۰ عندها سے -« 


ه جلول التغرات : 
7 4گے۔-ب۶ 
يي ات ات ۲۳۲۳ 


القثيل البياني )٦(‏ للدالة س !س + م س + <(! 0# ) 
هو مجموعة النقط 2 ( س ۰ع ) من المستوي حيث : 
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المنحنيان. المرسومان في الشكلين التاليين هما تمثيلان بيانيان لدالتين من 
الشكل س “!س + م س +< ف ا حالتین )>0 و )< 0 


(mn 





0>) 


وي الستوي النسوب إلى معلم متعامد » الستقم الذي معادلته 


س = - -- هو مور تناظر للم للمنحي ۲( 





2 
ويمكن التأكد من ذلك ؛ مثلا بإجراء تغیبر للمعلم کیا رأينا في المثال 
السابق . 
۳ - س( لكا 
والنقطة و 5 ب ص دروة الم الجافیء ( ۷ ) 
12 4) وج یہ ھی 
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f 


1 
1 دراسة الدالة تا : س به 
1 - مموعة التعریف : 
الدالة تا معرفة إذا وفقط إذا كان س 07 
فن -2*-]-ه. ۱110] ۰0 J+‏ 
1 _ انجاه التغير : 
سروس مت ختلفان من نفس الحال 
۰-۲۱ 10 او ]۰0 +1*0) 





لدینا : 
1 1 
تا( س )-تا( س ) س س2 ج ج 
1 2 کت و ٹیر نے 1 
س اسن سن ےس س س رس لاسن ) 
1 2 1 2 1 2 1 2 
1 
س کل 
1 2 


عا أن س و سس الما نفس الاشارة فان : 


تارب ) سی ست 
مد 


س س > 0 و 0 
1 2 


س ی 

إذن : 

الدالة تا متناقصة تماما على كل من ا حالین ] - ۳۰ 0[ و] ۰0 + *[ 
1 - دراسة الدالة تا من أجل القع الكبيرة للعدد | س | 
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تلاحظ 3 الحدول التالي : 


ےتوس 
- | 0,1 ]0,01 0,001 | 0,0001 
س 


أن قم تا( س ) تکون قريبة من الصفر أكثر فأكثر بقدر ما يكون س کبیرا. 
هل يمكن جعل تا ( سد ) قريبا من الصفر بالقدر الذي نريده ؟ وبعبارة 
أخرى : 






عندما يكون سس كبيرا . هل يمكن جعل تا ( سل ) موجباً وأصغر من أي 
عدد موجب تماما 6 


0 < اس <عمه 0 <-ح دع 
س 


1 
جے س > > 0 
€ 


: 9 1 
إذن للحصول على 0< تا( س) <ه یکنی اخذ س > ج 


(مثلا لكي يكون 0< تا( س) <۶10 يکي أخذ س > ۶10) 
ونعبر عن هذه الحالة بالقول : 

إن تا( حت ) يؤول إلى الصفر عندما يؤول حب إلى ما لا نہابة 
ونکتب : تارسصی 0 عندما س ۰+ م 
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ومن جهة أخرى نلاحظ في الجدول التالي 
e‏ کے 
- 0,001 |- 0,0001 | - 0,00001 


ET PTET TT 
ر( - س ) كبيرا‎ 
وبطريقة ماثلة عکن التأكد من النتيجة التالیة‎ 

و کسےھ عندما - س ۰+ ص 
ونقول ان تا ( سس ) يؤول الى الصفر عندما يؤول سب إلى ناقص ما لا نہایة 
ونکتب : تا رس 0 عندما سے - م 
1 ۔ دراسة الدالة تا من أجل القم القريبة من الصفر للعدد | س | 
نلاحظ ي الحدول التالي : 











تكون كبيرة أكثر فأكثر بقدر ما يكون سس قريبا من 


تک 
الصفر وبطريقة ماثلة كما سبق يمكن التأكد من النتيجتين التاليتين : 
٭ يؤول تا ( س ) إلى ما لا نباية عندما يؤول حب إلى الصفر بقيم موجبة 
ونكتب : تا ( س ٠)‏ +0 عندما س © 0 
٭ يؤول تا( سد ) إلى ناقص ما لا نهاية عندما يؤول سب إلى الصفر بقم 
سالبة 
ونکتب : تا سی ه عندما سے0 
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1 5 جدول التغرات : 





1 - الدمثيل البياني : 
۰ 98 المستوي المنسوب إلى المعلم 
۰( ۵ .و ي) » النحي ()٦(‏ 


المثل للدالة تا : 


مجموعة النقط ج ( ك . ع) مر 
الستوي 


حك سخ واج و 
نی 


يسمى المنحني (7) قطعا زائدا 
ويتألف هذا المنحني من فرعين منفصلین لأن العدد 0 ليست له 
صورة بالدالة تا 

ه مركز التناظر : ۱ 

المبدأ م هو مركز تناظر للمتحني (٭) لان الدالة تا فردية 

٠ه‏ المستقمات القاربة ۱ 
إا کانت چ نقطة م و ه 
مسقطها على رسب" سب ) وفق 
منحى (ع ع) ول مستطها 
على (ع ع) وفق منحی 


رس" س) 
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فان : 

الطول ج 2 يؤول إلى الصفر عندما يؤول الطول ء م إلى ما لانباية لأن : 
تا( ) “0 عندما س + + م 

تا( س ) »0 عندما س + - مه 

تقول إن الستقم سد س) مستقم مقارب للمنحيي () 
وکذلك : 

يؤول الطول م ل إلى ما لا نهاية عندما يؤول الطول ل ج إلى الصفر لأن 
تا ص) ۰+« عندما سک 0 


تا ( س ) ۰-ه عندما س 0 

نقول إن الستقم رع ع ) مستقم مقارب للمنحني )٦(‏ 
0 

2 دراسة الدالة تا : س به را0#) 
اس 

2 مجموعة التعريف : 

الدالة تا معرفة إذا وفقط إذا كان س 07 

فى -]-0.*2[نا].+*[ 

2 _ انجاه التغیر : ۱ 

س واس عددان ختلفان من نفس فا جال 


) وه 8را ٥:+٭()‏ 


لدینا : 
۱ 
تا رص تا( ) ګر تک اوس سو 
رھ وھ وھ سے جج ھا و موا ( 
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أ 





سل ل 
ضس 1 2 
عا اناگ و سس ما نفس الاشارة فإن إشارة النسبة 


۱ ی هي إشارة (-1) 

س س 
1 2 
ه إذا كان 0>1 فان الدالة تا متناقصة تماما على کل من ا حالین 
۰-۲ 10و ]۰0 +10 
« إذا كان !< 0 فان الدالة تا مترايدة تماما على کل من ا حالین 
۲ - * ۰ 10و ] ۰0 +19۰ 


2 - دراسة الدالة تا من أجل القم الكبيرة للعدد اس | و من أجل قیم 
س القريبة من الصفر 





1 
بدراسة ممائلة لدراسة الدالة سب س تحصل على النتائج التالية : 
س 


0۰ عندما س ۰ + مص — +0 عندما س o‏ + ص 
س س 


ا 
0 عندما س همه ب مه سے 0 عندھا س + ص 


"سس 


0 
< 
سے + ص عندما س 0 
سل 
1 
> ‌ 
سے ص عند‌ما سس + 0 س ۰+ عندما سس > 0 
س س 
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2 - جدول التغرات : 





ص 1 
مه| يكن العدد الحقیتی غير ا معدوم ‏ فان المنحني ا ممثل للدالة س بے س في 


المستوي المنسوب إلى العلم رع روعي اس قطغاةزاكذا وا تیان 
رس" سورع ع) هما مستقيان مقاربان هذا القطع الزائد والمبدأ م 
هو مركز تناظره 

یبن الشكلان التاليان المنحنين الممثلين للدالتین 


2 - 1 ع 
سس ہے د و س ببس 
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تمارين 


الدوال المذكورة بي ما يل هى دوال عددية لتغیر حقيق 


عموميات : 
1. عيّن محموعة تعريف كل دالة من الدوال التالية : 








س + 4 3 س + 5 
1) س ب 2 س +" ر 

7 2 

2 س - 3 رس + 1) «س +5) 
تيا كلدت ل ل الكت 


07 س به باس* + 2 س - 24 8 س به 











س - 1 
+ 2 
وق ا ا ٥‏ س ہے 
1 + س اس |+3 
۷ س | 


2 عيّن محموعة تعریف الدالة تا العرفة كما يلي : 


1 
سس 
وتا(0=)0 
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3 عيّن محموعة تعريف الدالة ها العرفة كا یل : 
1 
انوا مقع a‏ وا وان از ا ظا 2 
( س -2) ( س + 5) 
و ها رس ) < 1- س - 2 إذا کان س د[2 +۰ [ 


4 هل اقیلات التالية عثیلات بيانية لدوال ؟ 


م 
45- < 
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.5 


ت 


التالية تمثيلات بيانية لدو 


ال بطلب تعینها 


6. بيّن أن الدالة تا العرفة کیا بلي متزايدة على ا حال ف في كل حالة من ال حالات 


التالية 

تا دس ) = 2 س + 5 ف=[-3 6 ] 

تا(رس)-س“+2س-3 ف<[01:+*1 
1 

تارس ) <س ہے چا وی سڈ 
س 
1 

تا ( س ) سد ف <[01 ۰ 12 
اگ 1 

تا رس ) = س ]2 ۲0 

اش #كياس ف -<1 ۰0 ۲1 


7 أثبت أن الدالة تا : س ب 4 س + 1 متزايدة على ]2 ء 5 ] ومتناقصة على 
[-1. 0] وأنها غير رتيبة على ۰2-1 3]. 
8. دالتان تا وها معرفتان على محال ف . 

عا دالة معرفة على ف کا يلي : 

۷ س دف عا( سس ) > تا رس )+هارس). 

ايت اله : 

1) ذا كانت تا و ها متزايدتين تماماً على ف . فإن عا متزايدة تماماً على ف 
2 إذا كانت تا و ها متناقصتین تماماً عل ف : فإن عا متناقصة تماماً على ف . 
9. تا و ها دالتان معرفتان على محال ف حيث : 

لاس دف تا رس )>0 وها ر(س)>0 

عا دالة معرفة على ف کا يلي : 

لاس دف : عا رس )= تاوس)<ا ها رس). 

ثبت انه : 

1) إذا كانت تا و ها متزايدتين تماما على ف ٠‏ فان عا متزايدة تماما على ف . 
2 ذا كانت تا و ها متناقصتین تماماً على ف ۰ فان عا متناقصة نماماً على ف 
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0. تا و ها دالتان معرفتان على محال ف حيث : 
لاس دف تا(س )<0 و ها(س) <0 . 
عا دالة معرفة على ف كا بلي : 
۷س دف عا( س )= تا رس ) × ها رس ). 
آدرس اتجاہ تغير الدالة عا على ف : في الحالتين التاليتين : 
1) تا و ها متزايدتان تھاماً على ف . 
2 تا و ها متناقصتان تماماً على ف . 


1 من بين الدوال التالية ء أذكر الدوال الفردية والدوال الزوجية 


1) سے اس «س*- 5) 





3س -1 
سس 
ہے شی E‏ 
س +3 
+ 
ا نر 
س +س + 1 
+1 
0) س 
س - 1 





س اس | 
2 س > ہے 3 س ۳۳ 
س + س + 
س - 2 س س - 1 
ee‏ اس رت 
2س + س س 


8 س باس -4 9) سب اس + س 


1 س > لأس (س + 1) + ۷س (س <1) 


1 








3 س ب | س +2 | 4 مرا | ۳ 
ا 








1+س|-|1-س| 


[۱+س |+|۱-س | 


تب 
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2 . تا دالة معرفة على < حیث : 


بين أن الدالة تا فردية » ثم عيّها 


3 تا دالة معرفة على ۳ . عا و ها دالتان معرفتان على © كا يلي : 


1 
۷س3 ارس[ ارس)+5ر-س) | 


1 
۷س دج ارس م[ ارس)-5(-س) | 
1) أثبت أن الدالة عا زوجية وأن الدالة ها فردية 
2 بین أن : ۷ س وج تا( س )= عا( س ) +ھا(س)۔ 


4. دالة تا معرفة على محال ف حيث ۷ س د ف تا( س) 07 و( -س )دف 
ها دالة معرفة على ف كا يل : 

سك 

۱ ا(|س) 

بين أن الدالة ها زوجية في كل من اح حالتین التاليتين : 

1) تا زوجية ‏ 2) تا فردية 


15 ا ندالة رسس تال ۳ 
أثبت أنه إذا كانت تا متزايدة تماماً على [ 0ء +7 
فإنها متناقصة تماما على ع - » . 0] 
6. تا دالة فردية معرفة على ح . 
ین أنه إذا كانت تا متزايدة على [ 0 » + © [ فإنها متزايدة على ] -» . 0] . 
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الدوال ال تالفیة : 


7. نعتبر الدالة تا : س +3 س 
1) عین محموعة الاعداد ا حقیقیة س بحیث يكون : 
تا «س) > 10 


2 عيّن محموعة الاعداد ا حقیقیة س بحیث یکون : 
تا(«س) <- 110 


1( أوجد عددا حقیقیا © بحیث يكون : 
س < » > تا( س ) > °10 
هل » وحيد ۶ 
2 8 عدد حقيق موجب تاماً . عيّن عدداً حقيقياً » يحقق ما بلي : 


س < »> تا ( س ) > 8 


9. شکل جدول التغیرات لکل دالة من الدوال التالية : 
م ارسم تمثيلها اياي في معلم (م+و؛ ي). 


1 
4 2 
1 3 1 
2 2 6 3 
1 2 
2 5 
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(2. الستوي منسوب إلى معلم رم و ی). 
آنشیء القثيل البياني لکل دالة من الدوال التالیة : 


3 س |2 س+ 3 | 4 س ب اس |+ 3 
5) س به- |2 س |+1 6 س به | 3 س|-2 


نان ری 1 وا 8 س ۷( س +1)* +س -2| 


1 الستوي منسوب إلى معلم (م و ی). 
ي (س ) هو الحزء الصحیح للعدد الحقيقي س 
آنشيء القثيل البياني لکل دالة من الدوال التالية : 


1 ۰3-1 ۳*۲3 2 ۰3-1 ۳۰۲3 
س لهي رس ) س 2*7 س - ي (ی) 
3 ۰3-1 3] 2ج 


5 
س ا د 


2 الستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس . 
)رھ ( ۵ ) ۰ (شر)ء (ی) ۰ (۵, )۰ (۵, ) مستقمات معادلانها » 


على. الترتیب : 
1 
3 ع = - 2 س 4) عع س +1 
1 2 
۳ س +2 6 ع -2 س +5 
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أذكر » من بين هذه الستقیات » الستقیات ا توازیة والمستقمات التعامدة . 
3 انستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس . 

(۵) مستقم معادلته ع = 2 س + 5 . 0 

عين . في كل حالة من الحالات التالية ء دالة تالفية بحیث تمثيلها البیانی : 

1) يشمل النقطة 2-١1‏ . 1) و يوازي (۵) 

2 پشمل النقطة مب (- ۰1 0) ويعامد (۵). 

3 یکون نظير ( د ) بالنسبة إلى مور الفواصل . 

4) یکون نظير (۵) بالنسبة إلى حور الترتيب . 
4. ۷ب < مثلث.أقياس أضلاعه » بالسنتیمترات هي : 

ارسم القثیل البياني للدالة س ++ م( س ) حیث 

۶ «س ) هو محيط المثلث اب < . 


5 (۵) مسق و (م و) معلم له . 
اب و ثلاث نقط من (۵) فواصلها (-2) ۰ (+1)ء (س) على 
الترتیب . 
1) آحسب الأعداد ا حقیقیة تا( س ) ۰ ها س) ۰ عا( س) ۰ طا(س ) 
حیث : تا( س )= و + وب ؛ هارس)< ۲ - و ب 
عا( س )=+ وف ؛ طارس) <و او ب 
2 هل الدوال التالية تالفية : 
س © تا رس ) + س ها( س ) ؛ سأ عا( س ) 
سا طا(س) . 
6. نعتبر الدالتين ا خطیتین » تا : س باس 
ها : س باس 
نسمي (۵) و (ےٴ) القثيلين البيانيين للدالتین تا ء ها ء على الترتیب » في 
الستوي النسوب إلى معلم متعامد (م :و » ی) . 
آثبت أن ره" ) یکون نظير ( ۵ ) بالنسبة إلى حامل حور الفواصل إذا وفقط إذا كان 


0-11 
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21 المستوي منسوب إلى معلم متعامد (م ء و ۰ ی ) . 
(۵) و(2) مستقمان معادلتاهها . على الترتيب > 
اع داس + ب و ع من ب . 
كيف نختار الاعداد الحقيقية ۷۰۲ . ب . ب حتي یکون (۵ٴ) نطیر (۵) 
بالنسبة إلى حامل حور الفواصل 
الدالق : س ہے !سخ بی س اح (27 0) 
8 تا هی الدالة : سب 4 س + 7 س + 5 
آ0 کو اسمن ل كاه عدد حقیئی موجب س ايكون تا رس > 4 س* 
2) أوجد عددا حقیقیا موجبا ! بحیث : 
إذا کان سس أكبر من ! فإن ترس > ۹10" 
9 نا هی الدالة : س ہے س* + 5 س 8 
() ین أنه من أجل کل عدد حقیتی ‏ أكبر من 2 یکون تا( س ) > س: 
2 اوجد عددا حقیقیا موجبا ! نحيث : 
إذا كان س أصغر من (-)) فان تارس) > ٩10‏ 
0 نستوي منسوب إلى معلم (م .و ي) 
شکل جدول تغیرات كل من الدوال التالية وأنشيء تمثيلاتها البيانية 


1) س ہے س؟ 2 س بے 2 س* 
1 , انی 
3 س ہہ سں 4) س ہہ س 
3 
5 س بے 3 س“ 6 س ہے 2س + 3 س - 5 
31 مستوي منسوت إلى معلر (ماھمامصب). نضه : ماع . ٣ص‏ حي 


شکل جدول تغیرات الدالة : س بے س + 2 س - 3 ثم أنشيء تمثيلها البياني 
في کل حالة من ا حالات التالية 
200 


1 و ي) متعامد متجانس 

2 [ر|-ای| دام 60-5 

ق آوا-2 یار مم مم 1 
فما يلي الستوی منسوب إلى العلم (م > وء ي ) 


2. شكل جدول تغیرات کل من الدوال التالية وأنشيء تمثيلاتها البيانية 


ات ےج 

س ہے س* - 4 س + 1 
2 = 0 

س ہے 4 س* - 4 س + 1 
EEG‏ 


س به د س* 2 س +2 


3 :درس كل دالة من الدوال التالية ثم أنشيء تمثيلها البياني 
(|۱١‏ 2 >> 
س به | س |*- 3 | س |+2 
2اخ “€ 
س به | س پ س | 
3 € > ج 
س ہہ | س* ب س + 1 | 
ا و ھا 
س ہے | 2 س2 س + 4 | 
دا 
س ہے پار س + 2 س )° + | س 1 | 


4. > عدد حقینی و (ك) المنحني المثل للدالة : سب س ي س + 1 
عين » حي تنتمي النقطة 11/1 ٠‏ 4) إلى المنحني (ك) ثم أنشيء (ك) 
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5. ٭ . 8 عددان حقيقيان و (ك) المنحني المثل للدالة : 
س ہے پ س* + و ر شض س) +1 
عين » و 8 حبي تتمي النقطتان ۲ ( 1 » 2 ) وب (2 ٠»‏ - 1 ) إلى المنحني (ك) 
م أنشيء (ك) 
6 ۰8۰۰ 8 آعداد حقيقية و (ك) النحني المثل للدالة : 
س بو سس + و س + ق 
عین 8۰8۰ حي تعمي النقط ۰)2۰1(۱ بت (- 1 -2) 
و ج-2۰3) إلى المنحني (ك). م أنشيء (ك) 
7 8۰8۰۰ أعداد حقيقية و ( ك) المنحنى المثل للدالة : 
س ہے پ سنة + قاس + ق ١‏ 
عين ۰ 8۰8 حي تنتمي النقط 2٠1-011‏ -6)» مبد(4.1) 
و ج(2.-3) ال المنحني (ك). ثم أنشيء رك) 
8. تا و ها دالتان معرفتان کا يلي 
CECH‏ ھا :6۰ 
س ہے س* - 4 س ہے س 2 
(ك) المنحي المثل للدالة تاء ره) الستقم الممثل للدالة ها 
عین إحدائيات نقط تقاطع (ك) و (۵) 
آنشي» (ك) و (۵) 
9. تا و ها دالتان معرفتان كا يلي : 
يت ا ھا : جح 
س بيو س* + 2 س - 3 س ہے ا س*-3 س + 4 
(ك) المنحني الممثل للدالة تاء رل ) المنحني الممثل للدالة ها 
1) عين إحدائيات نقط تقاطع (ك) مع الحاملين رس" س) و (ع ع) 
للمحورين 
2) عيّن إحدائيات نقط تقاطع (ل) مع (ساس) ور(عع) 
3) عين احدائیات نقط تقاطم (ك) و (ل) 
202 


1( أكتب كثير الحدود تاا على شكله الفودجی 

= -» 
2) م نقطة احدائیاها (1-. -9) ي العلم (م + و : ي) 
أكتب معادلة المنحني (ك) بالنسبة إلى العلم رم" :و ي) ٠١‏ 


[4. ط عدد حقيق و هار الدالة : 
س به ول ص*- 2 ١ط‏ + 1 ) س + ط +34 
: 3 
۰ عین حموعة فى ط خحت یکون هار (2) =0 او ۳ ( =0 
جم : 
« عبن مجموعة قم ط حتى يكون ها (1)-0 
2 عين . حسب قى العدد الحقيتي ك . مجموعة الأعداد الحقيقية ط التي من 
اجلها تقبل الدالة هار قيمة صغرى تساوي ك 
3ہ أنشيء المنحنيين الممثلين للدالتين هام و هار ) 
هيين أن هذين المنحنيين نقطة مشتركة يطلب حساب إحدائيها 
4) أثبت أن المنحنى الممثل للدالة هار يشمل نقطة إحداثياها مستقلان عن 


2ممك ۰ م ل ] زاوية قانمة » ج نقطة متغيرة من [ م ك ) خحتلف عن م . ! نقطة 
ثابتة من [ م ل ) بحيث م != 4 

( وحدة الطول هي السنتیمتر) 

الداثرة الي تشمل النقطة ! وتمس المستقى ( م ك ) ي النقطة ج تقطع [ م ل ) في 
. النقطة م . 

لی وو ک E‏ 

1) قارن بين الزاویتین [ !۰ 2 م] و [ب ج ۰ب م ] 

2 بن أن : س*-<4ع 

3 شكل جدول تغيرات الدالة ٠‏ سباع 5 آنشيء عشلها البياي 
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3. 1( أنشيء القطع المكافيء (ك) الذي معادللہ : ع < 
1 
2 ط عدد حقيق حيث ط > ا 
۰ 2 


بتقاطع المنحني (ك) مع الستقم (ه) الذي معادلته ع اس ط ي النقطتیر 
و و و 
آحسب بدلالة ط إحدائبي النقطة ي متصف القطعة [ 2 2] 
1 
عین حموعة النقط ي عندما يتغير ط 5 اٹحال ] - .+ ×[ 
2 
1) ما هو الزمن الذي استغرقه هذا الحجر إذا قطع في سقوطه 176.4م؟ 
2) ما هي المسافة الي قطعها هذا الحجر إذا استغرق ثي سقوطه زمنا قدره 7 ثا 


١ 
)0#*'( الدالة - س ہے د‎ 
ن‎ 


5 
5 تا ھی الدالة س ہہ س 
0 2س 


1) أوجد عددا حقيقيا موجبا » بحيث يكون 
سے و سے 0 < تا رس) < ۲۳10 
2 أوجد عددا حقيقيا موجبا 8 بحیث یکون 
س دم حه - 10 <تارصی) <0 
2 
6. تا هی الدالة س ہے - سس 
: 5 س 
أوجد عددين حقيقيين موجبين » و 8 بحيث 
1 سج < سب <0 سم تا رصم > 110 
2 0 < سب < و سے تا رس <- 110 
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41 5 تغیرات کل دالة من الدوال التالية 5 أنشيء 
ائنسوب إلى معلم (م . و - ي) 


5 55 
[) س ده سب 2 س ہے س 


2س 
4 


5) سب 


3 سے 


سے 
3 


3 
4) سس ہہس 


ہے 
3-39 


8 درس و مثل بیانیا كلا من الدوال التالية 
1 ا 
1( س ہے للد 2( سص يلوي 


| س ت 
۳۳ 35 


3( س بے 


9 ستوي منسوب إلى معلم ( م - و ي) 
(ه) و ریب ها القثیلان البيانيان للدالتین 
2 


سنس بو سس + 3 بي ھا : 


نا : 


1) عين إحدائيات نقط تقاطع (۵) و (7) 
2 أنشيء في العلم (م۔و۔ي) (۵) و (7) 
50 نفس الأسئلة إذا كان : 
تا): سبے 2 من + ] ۽ 720 


ہے 
س 


نفس الأسئلة إذا كان : 
تا . سس بے 2 س +1 ۽ ها E‏ 
آدرس ومثل بیانیا الدالة المعرقة کا يلي : 

2 
تارس) = س إذا كان 


ہے 
3-3 


.51 


32 


س 
ہد 


ح0 


٠١ه‎ 


تارت) - تس + 1 إذا کان س > 0 
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تمثيلها البیائی في المستوي 


2 - 


3ےس 
2.1 


سم 
ww‏ 


3 





2 
2 باس 


53 1) أنشيء . في الستوي النسوب إلى معلم (م . و ۔ ي ) النحتي (۲) المثل 
1 
2س 


2) ط عدد حقيتي أكبر من 1 . سی بے 


عين إحدائيات نقط تقاطع (۲) و (فہ) 
3 نسمي ! وم نقطتي تقاطع (7) و «فه) 
عبن إحداثی النقطة ي منتصف (اب] 


ہو کہ سور سو رس ہر ت 


حل الس اس ه و 8 حتّي تتمي القطان !(-3.1) 


1 
دہ( 7 ٥-۰‏ ای المنحي 7١‏ الذي معادلته 


3 
8+ = 


م ١‏ نقطة إحدائياها (1۰0) في المعلم (م .و ي) 

2 أكتب معادلة المنحني ( 7 ) في المعلم رم ٠‏ وء ي) 

3 أنشيء (0) في المعلم ( هي ) 
5 ا ماء ح ثلاث نقط متغيرة في الستوي بحیث تکون هذه النقط رژوس 
مثلث مساحته متر مربع 

احسب ء بالامتار » الطول ع للضلع [ اب ] بدلالة الطول ”د نعمود 

ای بالضلع 7ب ] 

آدرس الدالة س ع و أنشيء تمثيلها البياني في المستوي النسوب إلى العام 
(م . و ي) 


206 


٠-١ 6‏ ) نصف دائرة قطرها [ اب ] حيث اب = 6 (یؤخذ الستتیمتر وحدة 
لاصیا ) 
ره ) و (ه,) هما الماسان للقوس (و) في النقطتین ؛ . ب على الترتيب . 
ج نقطة متغيرة على (د ) مختلفة عن / و ب. 
ال ماس (5) للقوس (و) في النقطة ج يقطع الماسين (۵,) و (هر) 
في النقطتين له ء ل على الترتيب 
نضع الا سب مال دع 
1) بين أن : سم - 9 
2) شكل جدول تغيرات الدالة س تع و أنشيء تمثيلها البياني في المستوي 
المنسوب إلى العلم (م.و.ي) 

7 المستوي منسوب إلى معلم (م ۰و ؛ ي). حاملا حوریه رس" سب ) 
و( ع) 
طٰ عدد حقبني غير معدوم 
س ع = 6 معادلة قطع زائد + چ ‏ ھ نقطتان معایزتان من هذا القطم الزائد 


فاصلتاهها 3 ط . 





على اتیب 
2 ط 
,1) عين معادلة للمستقم (ج 2) 
2 نسمي ! و م نقطي تقاطع المستقم (2 ه) مع رس ) و(ع ع) 
أثبت أن للقطعتین [ اب ] و[ م 2] نفس النتصف ي وأن النقطة ي تتغير على 
مستقم ابت عندما يتغير ط بي ۳" 
8 حت درجة حرارة ثابتة » جداء الضغط ض في الحجم ج لكتلة غازية معلومة 
ثات 
رم 2 3 5 ۳ ۳ ۳ ۳ 2 3 ۳ 
تملا هده الكتلة ء حك درحه حرارة التجربة » حجا قدره 0 سم ونحثت 
ف اتا 
۳ الدالة ج ب ض و أنشيء تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم 
(م ۰ و ي) 
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قات ف الفضاء 
1 . الستویات والستقیات 6 
2 . التوازي ۷۴ الفضاء 


33 . التعامد ي الفضاء 





تعا 2 فق افندسة الفضائة 
لج في هذا الباب المفاهيم الأساسية ١‏ سی 
ْ 7 ۲ رش تواري 
) المستويات 3 لتو لتعامد 
o» ۰ 7 ۱ ۲ ۱ ِ ١ :‏ ۶ 
ع ےتا مت 
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1. الفضاء . الستوي ‏ الستقم 
1 - الفضاء : 
رآینا فی السنوات السابقة كيف نمثل بعض الأجسام بالورق القوی : 
الکعب ؛ ارم ۰ متوازي الستطیلات ... هذه الأجسام أجزاء من 
الفضاء » وکل نقطة من هذه الأجسام هي نقطة من الفضاء . 
الفضاء هو مجموعة غير منتبية من النقط 


1 الستویات : 

٭ طبقة ماء في حالة السكون تعطينا فكرة عن المستوي 

» يمثل كل وجه من أوجه مكعب 
جزءا من مستو مثلا » الوجه 
او في الشكل ا جاور بمثل 
جزءاً من الستوي الذي يشمل 
النقط ۱ ا و و 





الشکل 1 

٭ بمثل کل مستو ( ط ) بمتوازي أضلاع ( الشكل 2 ) 

٭ بحدد كل مستو (ط ) جزئین 
منفصلین (ف ) و(ف )من 
الفضاء حدّها المستوي ( ط ) 
(ف ) نصف فضاء مفتوحا رفو) 
ویسمی كل من (ف ) لا رط ) 
و(ف ) لارط ) نصف فضاء مغلقا الشکل 2 


10 


(ئ۴غع) 


1 ۔ الستویات والمستقمات في الفضاء . 

للمستويات والستقیات في الفضاء ا خواص التالية: 

1( ذا کات ۰۲ ب نقطین لين إن بی او E‏ 

اللقطتین ٤ء‏ ف 
,2) إذا كانت » م » < ثلاث نقط ليست على استقامة واحدة فانه 

يوجد مستو وحيد یشمل النقط ٤ء‏ م ؛ < (الشكل 3) 

3 إذا كان لستو (ط ) ولستقم ( فہ ) نقطتان مشترکتان مختلفتان فإن 

رط ) بحتوي على ( وہ )۰( الشكل 4 ) 





( الشکل 3 ) ( الشکل 4 ) 
1 - تعيين الستوي . 
يكون مستو معینا بإعطاء : 
ه ثلاث نقط ليست على استقامة واحدة ( الشکل 5 ) 
ه مستقیم ونقطة لا تنتمي إلى هذا الستقم « الشکل 6 ) 





ر الشکل 5 ) ر الشکل 6 ) ر الشکل 7) 
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2 - الاوضاع النسبية لستقم ومستو . 
(فہ) مستقیم و رط ) مستوء 
لدينا ثلاث حالات ممكنة 


1) (فی و (ط ) ها نقطتان مشترکتان . في هذه الحالة نقول إن (فه) 
حتو في رط ) . «الشکل 8 ) 

2 (فہ) و (ط ) ما نقطة مشتركة واحدة . في هذه الحالة نقول إن 
(فہ) یقطم (ط) . «الشکل 9) 

3 (فہ) و (ط) ليست الما أبة نقطة مشتركة . 

في هذه الحالة نقول إن ( ثه ) و ( ط ) متوازیان تماما ( الشکل 10 ) 


رف 













( الشکل 8) ( الشکل 9) ( الشکل 10 ) 
3 - الأوضاع النسبية لستقیمین 
(قه ) و (فہ ) مستقمان في الفضاء . 
لدینا الحالات التالية 
1) (فہ) و (فه )لها نقطتان مشتركتان متايزتان : 
فها متطابقان 


2( رقم ) و (فیر ) لما نقطة مشتركة واحدة : فها متقاطعان 
3 (هه ) و ( وہ ) ليست ها أيه نقطة مشتركة : 
لتکن ! نقطة من (ف, ) ۱ 
النقطة ) والستقم ( هه ) يعينان مستويا رط ) 
٭ إذا كان (قه ) د (ط ) نقول إن رقم ) و (فتر) متوازیان تماما 


( الشکل 11) 


212 


٭ إذا کان (فہ ) يقطع (ط) نقول إن (فم) و (۵ه, ) ليسا 


هام 


( الشكل 11 ) (الشکل 12 ) 
خلاصة ما سبق : 
إذا كان (فہ ) و (فہ ) مستقيمين في الفضاء فاا 
ه إما متطابقان 
ه وإما متقاطعان 
٭ وإما متوازيان تماما 








» وإما ليسا في مستو واحد 


4 - الأوضاع النسبية لمستويين 

(ط ) و (ط ) مستويان 

٭ إذاكانت للمستويين ( ط ) و( ط ) ثلاث نقط مشتركة ليست على 
استقامة واحدة فان المستويين (ط ) و (ط) متطابمان 

« إذاكان (ط ) و(ط ) مهتايزين وكانت ها نقطتان مشتركتان معایزتان 
! و ب فان تقاطعها هو الستقم (اب) 
نقول إن (ط ) و (ط ) متقاطعان «الشکل 13) 

ه إذا كان الستویان (ط ) و( ط ) متايزين وکانت ما نقطة مشتركة ! 
فان تقاطعها هو مستقم یشمل النقطة ؟ ونقول أيضا إنہم| متقاطعان . 
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« إذا كان (ط ) و (ط ) منفصلین نقول إا متوازيان ماما 


( الشكل 14 





إذا کان (ط ) و (ط ) مستویین فاا 
ه ما متطابقان 
ه وإما متقاطعان 
ات متوازیان تماما 
5 - رباعي الوجوه : 
اب < و آربع نقط ليست في مستو واحد 





تعيّن هذه النقط أربعة مستویات : راب‌<). (اجو). 
(اب‌ی). (بحو) ونتحدد هذه الستوبات الاربعة » جسیا پسمی 
رباعي وجوه ( الشکل 15) ١‏ 
النقط ۱ء ب » <. و هی رژوسه ۱ 
القطع [ اب ]۰ [(احت 
([ہےح]؛ [51]ء [ب و ] : 
أجزاء الستویات ا حددۃ بالثلثات 
ب «s>!‏ اب و 

5 : و 
ب دو » هي وجوه رباعي الوجوه ر الشکل 15 ) 
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2 





غرین حلول دہ 

[م س) :1 مع) :1م ص ) أنصاف مستقیات ليست في مستو 
واحد. ! و 1 نقطتان معايزتان من ] م س ) 

ب‌وب نقطتان معایزتان من ] م ع ) ۰ و < نقطتان معایزتان من 
۲ ص ) ۱ 

1( بين أن الستقیمین (!ب) و ( ب") متقاطعان أو متواز بان 
2 نفرض أن الستقمات (اب)؛ (اح)؛ (بح) تقطع 
المستقمات ( 1 ب )۰( < ) ۰ رب حا ) في النقط 8٥۰٥ء‏ » 
على الترتيب 

٭ أثبت أن النقط ؛ » ص ء < تعيّن مستويا وأن النقط ا .م" ح' 
تعين مستويا وأن هذين المستويين مختلفان 

ه أثبت أن النقط الثلاث » 8۰ء 8 على استقامة واحدة 






الحل : 
1) الستقیان التقاطعان (مس)ء (مع) يمان مستوبا۔ 
الستقمان () م ) و( م ) محتويان في هذا الستوي . فها » إذا 
سا فقا ان ر انا را زاك 7 

EO‏ بد بات قل 
استقامة واحدة لأنه لوکانت < 
نقطة من (اب) لکانت + ٩‏ 
نقطة من الستوي (مب!) 
وبالتالي تکون المستقمات م 
(م!)ء(مم)ء(م<)ي 
مستو واحد وهذا يناقض الفرض 
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وبنفس الطريقة عکن الاثبات على أن اٴء با < ليست على 
استقامة واحدة 
إذن : 
اب ح تعيّن مستویا و اٴء با < تعيّن مستویا آخر 

ه الستقم (م!) يقطع الستوي (اب ح) في النقطة ۲ . 
ما أن ! و ” ختلفتان فالنقطة ۲ لا تنتمي إلى الستوي (اب <) 
إذن الستویان (اب <) و (ااب'ٴح) مختلفان . 

ه النقطة » تنتمي إلى الستقیمین (م<) و( مح ) فهي نقطة 
مشتركة للمستویین (ابح) و (اآب حا) 
كذلك النقطتان 8 و 6 مشترکتان غذین الستوین . 
الستویان راب ح) و (ااب'ٴح) مختلفان وها نقطة مشتركة فها 
متقاطعان وتقاطعها مستقم يشمل النقط ۰ 8 ۰ 8 
إذن : :8ء 8 على استقامة واحدة . 
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1 - المستقمات التوازية 
1 ۔ تعریف 
۰ يتوازى مستقمان في الفضاء إذا وفقط إذا کانا متطابقین أو کانا في 





مستو واحد ومنفصلین 

٭ إذا توازی مستقمان وکانا منفصلین نقول إنہما متوازیان تماما 

اق متسه اتید إذا كان مات متفصلن و كزان نان تا کی 
ا مندسة الفضائية هذا غير صحيح إذ يمكن أن يكون مستقمان منفصلین 
دون أن يكونا متوازيين 

ه مستقمان متوازيان تماما یعینان مستويا . 


1 - نظرية 1 


إذا كان ( کہ ) مستقما وکانت ! نقطة من الفضاء فإنه بوجد مستقم 





وحيد يشمل ! ويوازي (فہ) 


البرهان 

بالفعل 

٭ إذا كانت اد (فہ) فان (روہ) ٢‏ 
هو اللستقم الوحيد الذي یشمل  !‏ ق) 
ويوازي (فہ) . رالشکل 17) 


ه إذا كانت #(فه) فان 
(فہ) و ! یعینان مستویا (ط ) 
ونعلم أنه يوجد في (ط ) مستقیم 
وحيد يشمل ! ويوازي (فہ). 
رالشکل 18 ) 
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1 - نظرية 2 


إذا كان ( دہ ) و (فہ ) مستقیمین متوازیین وكان ( ط ) مستويا 


بقطع ( ف ) فان رط ) بقطع أيضا (ف) 





الرهان : 
رف ) و (ثه ) مستقمان متوازیان و (ط) مستو حيث 
رط )۸( فم ) -(ا) ۱ 
٭ إذا كان (ىه ) و (فہ) مطابقین فإنه من الواضح أن 
رط )0(وہ ) -(1) 
٭ إذا کان رف ) و (فر) 
متوازیین تماما فإنہما يعينان 
مستويا (ط') يختلف عن 
المستوي ( ط ) 
عا أن ( ط ) و(طٴ) لها نقطة 2 
مشتركة ! فها متقاطعان وتقاطعها (الشکل 19 ) 
هو مسنتقیم (۵) يقطع ( و ) ني النقطة ‏ لان (۵) يقطع 
(ق, ) و (فم )9 ) والنقطة اٴ مشتركة بین الستقم 
(فه ) والمستوي (ط ). 
إذن الستوي ( ط ) يقطع الستقیم (ئہ ) في النقطة 1 
1 - نظرية 3 
(قه ) ۰(فیر) و رف ) ثلاثة مستقمات في الفضاء . 
إذا كان (فہ ) يوازي (قه ) وكان (ىه ) يوازي ( ث0 ) فان 
(فه ) يوازي (ه,) . 
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الرهان : 

رف )۰ (ف) و(فى ) ثلاثة مستقمات في الفضاء 

حيث ( فم ) //( ر ) و (فی) |ا/(۵,) 

لندرس وضعية ( وه ) بالنسبة ال (فم ) . 

لدینا حالتان مکنتان : [«فم) و (ب ) مفصلان ] و[ (فهر) 
ورف ) غير منفصلرن ] . 

الحالة الأول : (5ه ) و ( وہ ) غير منفصلین 

لتكن ‏ نقطة مشتركة بين المستقيمين (فە,) و (د,) 

نعلم أنه يوجد مستقم وحيد يشمل ! ويوازي (95, ). 

عا أن المستقيمين ( ىه ) و ( ف ) يشملان النقطة / ويوازيان ( فر ) فها 
متطابقان . 

الحالة الثانية : رقم ) و ( وہ ) منفصلان . 

لتكن ! نقطة من ( ف ) و( ط ) الستوي المعيّن بالمستقم ( ف ) وبالنقطة 
1 

حسب النظرية السابقة لو كان 

(ط) يقطع (فہ ) لكان بقطم سس 

( وہ ) وبالتالی يقطع (فه, ) وهذا 

يناقض الفرض : ( ف ) < (ط ) 

إذن (فہ ) محتوي في (ط ) 

عا أن المستقيمين ( فم ) و ( ف ) 

منفصلان ومن نفس المستوي 2 
رط ) فها متوازيان عاما . 


ر الشکل 20 ) 
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2 الستویات والستقیات التوازية 
2 تعريف : 


يكون مستقیم ( فہ ) ومسٹو ( ط ) متوازيين إذا وفقط إذاكان ط ) 


و (فہ) منفصلين أو كان (فہ) محتويا في (ط). 





إذا كان الستقیم ( ف ) والمستوي ( ط ) منفصلين نقول إنہما متوازيان تماما 
2 شرط ص0 ند 1 





الرهان : 

٭ إذا كان (ىه)< (ط ) فان النظرية واضحة 

٭ نفرض فیا يلي أن (فہ) غير محتو في (ط) 
1) نفرض أن (فہ) يوازي ( ط ) 
ونبرهن أنه يوجد في المستوي 
رط ) مستقم يوازي (فہ) . 
لتکن ! نقطة من ( ط ) . (فہ) 
و ! يعينان مستويا ( ط' ) يختلف 
عن (ط) وتقاطع (ط) و 
(ط ) هو مستقم (۵) . 
( 8 ) و (۵) من نفس الستوي 
(ط') وما منفصلان لأن 
(فہ) و (ط) متوازیان اما 
ٹور بی (الشکل 21) 
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2 نفرض أنه يوجد في الستوي ( ط ) مستقم ( 05 ) يوازي المستقم 
(فہ) ونبرهن أن (مہ) یوازي (ط ). لسالس 
لوكان رط ) بقطع (فہ ) لكان 
أيضا يقطع ( 5 ) 
[لأن روآ //(فہٴ)] وهذا 
يناقض الفرض ( وه" ) د رط ) 2 
إذن (فہ) و (ط) متوازيان ( الشکل 22 ) 

2 تائج : 

انطلاقا من النظرية السابقة عکن التأكد من النتيجتين التاليتين 


1 إذا كان ۳ ا بوازي ری 
مستويا ( ط ) وكانت | نقطة من 
(ط) فان الستقم الذي ای 
(فہ) ويشمل ! عتو ي (ط). 





(ط/ 
( الشكل 23 ) 


(۵) 
2. اذا کان مستقم نوازي مستويين 
متقاطعین فإنه يوازي مستقم 
تقاطعها 





3 - الستویات التوازية 
3 - تعریف : ( الشکل 24) 





3 ۔ شرط توازي مستويين : 





الرهان : 

٭ إذا كان الستویان متطابقین فان النظرية واضحة . 

ه نفرض فیا يلي أن المستويين ( ط ) و (طٴ) مختلفان . 

1) إذا كان رط ) و ( ط ) متوازیین فان كل مستقم من ( ط ) يوازي 
, رط ). 

دإذن ( ط ) بحتوي ء على الأقل » على مستقيمين متقاطعين يوازيان 
(رطٴ). 

2 نفرض أن رط ) يحتوي على 

مستقيمين (5) و (د) 


متقاطعین مواز ہین للمستوي 2 
(طٴ) ونبرهن أن (ط) و 

( ط' ) متوازيان . 

لو كان (ط) و (ط') متقاطعين 

لكان تقاطعها مستقما (۵) . (ط/ 


من ( ف )//(ط) ومن (فم,)//(طٴ) الشکل 25) 
نستنتج أن ( ف ) //(۵) 
كذلك » من ( ف ) //(ط) و من (فیر) |ا/(ط') 
نستنتج أن ( و )//(۵) ویکون» 
عندئذ » ( ف ) // ( ف ) وهذا بناقض 
الفرض : (قه ) و (فہ) متقاطعان . 
إذن رط ) و رط) متوازیان. 
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3 ۔ نظرية : 





وحيد (طٴ) يوازي (ط ) ویشمل م 
الرهان : 


: وجود (طا)‎ ٠ 
متقاطعين من المستوي (ط). ( لم‎ 
الستقمان (ھ) ورھ) اللذاد‎ 


يشملان النقطة م ويوازيان (فہ, ) 
و(فه ) متقاطعان فها يعينان 2 


مستويا (طٴ) بوازي (ط) 0 

ه وحدانية (طٴ) : 

نفرض أنه يوجد مستو (طٴ) بختلف عن (طٴ) ويشمل م ويوازي 
(ط ) . 

الستویان ( ط' ) و (ط" ) متقاطعان وتقاطعها مستقم (۵) 
المستقمان التقاطعان (فہ ) و( ىه ) من ( ط ) بوازیان (ھ) لأن كلا 
منہما يوازي ( ط' ) و ( ط"”) وهذا تناقض لأنه لا يوجد مستقم يوازي 
إذن ( ط') و( ط”) متطابقان وبالتالي (طٴ) وحيد 


3 - نظرية : 


(ط )ء(ط )ء(ط ) ثلاثة مستويات 
إذا كان ( ط ) يوازي (ط, ) وكان (ط, ) يوازي (ط, ) 


فان (ط ) يوازي ( ط, ) 





الرهان : 
نفرض أن (ط ) و (ط) متقاطعان ولتکن ! نقطة مشتركة بینا. 
الستویان (ط ) و(ط ) ختلفان ویشملان النقطة ! و یوازیان الستوي 
(ط,) 

وهذا تناقض مع النظرية السابقة إذن (ط ) و (ط ) متوازيان 
3 - نتائج : 

انطلاقا من النظريات السابقة يمكن التأكد من النتائج 


لتالیة 


1. إذا کان رط )و(ط) 


مستویین متوازیین وکان (ط ) 

مستویا یقطع (ط, ) 

فان رط ) بقطع (ط ) . 
مستفیا تقاطعها متوازیان . 


2 ادا كان رط,) و (ط, ) 
مستویین متوازیین وکان (فہ) 
يوازي (ط ) فان (فہ) يوازي 
(ط,) 













3. إذا کان (ط) و (طىی 
مستوبین متوازیین وكان (فہ) 
مستقیما یقطع (ط ) فان 


ره ) يقطع (ط). 
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تھرین محلول : 

اب حو رباعي وجوه » اصح منتصفات القطع [ ب ح] , 

[ !<] و[ اء] على الترتیب 

1) أثبت أن الستوي العیّن بالنقط !۰ب" < يوازي الستقیمین 
(راب) ورحو) 

2 أثبت أن الستوي(" ب" < )يقطع ارف [ م و ] في نقطة (وٴ) 

وأن الرباعي بح و" متوازي أضلاع 











ا حل : 
1) ي المثلث اسح لدينا ا منتصف [ب<ح] وب منتصف 
[اح]. ۱ 

في هذه الحالة أن ۱ 
(اابٴ)|/(١ب)‏ 


إذن (اب) يوازي الستوي 
(راہاح) 

لانه يوازي الستقم (1 ص )ي 
من .هذا المستوي 

كذلك لدينا رب < ) //(حو) 
إذن (حو) يوازي المستوي 


(اہ'ح) 


( الشکل 30 ) 
۵ ثبرهن آن الستوي زاب E‏ يك الستقم رس 
لو كان (ب > ) يوازي ( ب" <) لكان الستویان (اب و) و 
(اٴٴب' < ) متوازيين لأن (اب) بوازي (ا ب ) 
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ومن ( ٤<‏ ) يوازي (1 ص < ) نستنتج أن (ح٤‏ ) يوازي (١بف؛)‏ 
وهذا يعني أن !.ب <ء؛ تنتمي إلى مستو واحد وهذا تناقض. 
إذن را ب‌ح) يقطع رب و) في نقطة و . 

لنبرهن أن ء" هي منتصف [ب 4 ] . 

الستویان (۲ ب حا ) و رب <و) متقاطعان وتقاطعها هو الستقم 
(1 5) ۱ 

الستقم ( حك ) يوازي كلا من الستویین (1 ب < ) و (ب ح<و) 
فهو إذا بوازي تقاطعها ( 1ء ) 

في المثلث م <ى لدینا  :‏ منتصف [ب <] و(" و؟) /(حو) 
وهذا یعنی أن ۶" هی منتصف [ب 4 ] 

ما أن رت ۶7 ] و و منتصف [ب‌وع فان 
(< ۶ )//(اف). 

ومن جهة أخرى لدينا : 

( ف ) |/(اب) و(ب'ح) اا(حو)ر(او)|اا(حو) 
ومنه : (١اابہ')‏ دی و(52')//(مح) 

إذن "م" < و" متوازي أضلاع . 


1 - الستقمات التعامدة فی الفضاء 

1.1 - تعربف : 

رف ) و (فبر ) مستقمان في الفضاء و م نقطة من الفضاء . 

نعلم أنه يوجد مستقیم وحيد (5, ) يوازي (5, ) ويشمل م . 
كذلك يوجد مستقم وحيد (۵, ) يوازي (۵ه, ) ويشمل م. 

عندما يكون الستقمان (ه ) و (5 ) متعامدين نقول إن ( 5 ) 
و (فدر ) متعامدان 5 الفضاء . 


التعریف : ۱ 
یتعامد » في الفضاء » مستقمان ( ف ) و( فى ) لذا وفقط إذا کانا 
موازيين لستقیمین (۵, ) و(5 ) متقاطعين ومتعامدین 






الترمیز : إذا تعامد مستقمان (فه ) و(فهر ) في الفضاء 
نکب : ( فم )1 (فی) 
ملاحظة : 
في الہندسة الفضائية عکن 
ل کر 
أن یکونا متقاطعين بيا في الهندسة 
المستوية إذا تعامد مستقمان فإنه] 
يتقاطعان . 


رق 


5 
(الشكل رو 
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1 - نتائج : 

بھکن التأكد من النتیجتین التاليتين 

1) (قه ) و(قه ) مستقمان متعامدان في الفضاء . 

مها كانت النقطة م من الفضاء فإن المستقيمين اللذين يشملان م 
ويوازيان ( وہ ) و (ثہ ) متعامدان 

2 (قه )؛(قه ) و (4) ثلاثة مستقمات في الفضاء . 

إذا كان رف )//(فہ ) وکان (ه) 1 (فہ) فان (4) 1 «فی) 
2 الستقیات والمستويات المتعامدة 

2 - نظرية وتعريف : 

(۵) مستقم وام نقطة من (۸) 

یوجد في كل مستو يحتوي على (۸) مستقم وحيد يعامد (۸) في م 
لیکن (فم ) و (۵ہ,) مستقيمين متقاطعين في م ويعامدان (4) 

بعيّن هذان المستقهان مستويا (ط ) 

لنبرهن أن (۵) يعامد كل مستقم من ( ط ) 

لیکن (فہ) مستقما من (ط ) 

لدينا حالتان : (فہ) يشمل م۰ (فہ) لا يشمل م 

۱ : الحالة الأولى : روہ یشمل م‎ ٠ 

لتکن ) و ۲ نقطتین مختلفتين من ( ه ) ومتناظرتین بالنسبة إلى م ولیکن 
رف ) مستقما من ( ط ) بقطع الستقمات (فم ) ۰ ( 9ار ) و(فه) في 
النقط ب » < ٠»‏ ج على الترتیب 

لدینا : 

اباب | لأن (دم ) مور [ !1" ] في الستوي س( 


===( لأن (5, ) حور [22 ] ي المستوي >«( 
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وبالتاي : 


ےی سے کے 






أي اب و اب و 

و 

واماداب 

متقايسان وبالتالی او = م . 

الللٹث ff»‏ متساوي الساقين 

وا o‏ )اهو امتوصطة ۱۳۳ ۱ 

التعلق بالقاعدة [ا٢٢]‏ فهو إذا عمودي على (اال (الشکل 32 ) 

ادن (۵) بعامد (وفہ) 

ه الحالة الثانية : (وہ) لا يشمل م 

يوجد في الستوي ( ط ) مستقيم (ده") يشمل م ويوازي (فہ) . 

حسب ال الة السابقة (۵) يعامد (ى” ) 

وعا أن (ہ) يوازي (ى”) فإن (۵) يعامد (ى.) 

ومنه النظرية والتعريف التاليين 

نظرية : 
إذا كان مستقم (۵) عموديا على مستقيمين متقاطعين من مستو 
(ط ) فإن (۵) عمودي على كل المستقمات من ( ط ) 

تعريف : 

نقول إن المستقيم (۵) عمودي على المستوي ( ط ) إذا وفقط إذا 






كان (۵) عموديا على كل المستقمات من ( ط ) 


إذا كان ( 4 ) عموديا على ( ط ) نقول أيضا إن رط ) عمودي على ( ۸ ) 
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2 شرط تعامد مستقم ومستو : 

من النظرية والتعريف السابقين نستنتج النظرية التالية 

نظرية : 
يكون مستقم ( 4 ) عمودیا على مستو (ط ) إذا وفقط إذا كان 





(ھ) عمودیا على مستقيمين متقاطعين من ( ط ) 


2 نظريات : 

مکن التأكد من النظريتين این انظر إلى اقرین رقم 38 ورین رقم 

39 

نظربة 1 : 
إذا كان ( 4 ) مستقما وکانت م نقطة من الفضاء فانه بوجد مستو 
وحيد یعامد (۵) ویشمل م 






نظرية 2 : 
إذا كان ( ط ) مستویا وکانت م نقطة من الفضاء فانه يوجد مستقم 
وحید یعامد (ط ) ویشمل م 


انطلاقا ما سبق محصل على النتائج التالبة 


» إذا توازی مستويان فان کل 
بعامد آحدها یعامد 


الاخر 
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يعامد أحدهما يعامد الآخر 


اذا 5 ره إل“ 
ه اد عامد مستویان سس مسقم 
فان هذين الستویین متوازیان 


۾ إذا عامد مستقهان نفس الستوي 
فان هذین الستقیمین متوازیان 


٭ یتعامد مستقمان ي القضاء إذا 
وفقط إذا كان آحدهما عمودیا 
على مستو يحتوي على الاخر / 
( الشكل 37 ) 


231 


2 ۔ غرین محلول : 
(ط ) مستو و (۵) مستقم عمودي على (ط ) في النقطة ه 
(وہ) مستقم من رط ) لا یشمل 2 

! نقطة من (ھ) تختلف عن 2 و م نقطة من (وہ) 

برهن أن : (2ج) درفب صكءزراو)!ا(رو) 


اخل : رم 
(فہ) عمودي على (۵) لأن 
(۵) عمودي على (ط ) 
٭ إذا كان (2ج) عمودیا على 
(فہ) یکون (رفء) عمودیا على 
الستقیمین التقاطعین 
( 2 )و(۸) وبالتالي 
یکون ( فہ) عمودیا 
على الستوي (221 ). 
إذن : (5.) عمودي على (21) 
» إذا كان ()ج ) عموديا على ( وه ) يكون ( فہ ) عموديا على المستقيمين 
المتقاطعين ( 1و ) و( ) وبالتالي يكون (فه) عموديا على المستوي 
(21) 
ادن رفه) عمودي على (22) 
2 - الستوي اموري لقطعة مستقم : 
تعریف : 
ا ء م نقطتان متايزتان » م منتصف القطعة (اب] 
رس سے سر یں وي جج یت 










( الشكل 38 ) 





ا حوري للقطعة 7!ب ] 
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ملاحظات : 

٭ في الستوي ا حوري للقطعة [ اب ] کل مستقم يشمل منتصف [ ب ] 
هو محور للقطعة [ اب ] 

» کل مور للقطعة [ اب ] هو مستقم من المستوي ا حوري للقطعة 
[اب] 

في الستوي نعلم أنه إذا كانت | ۰ م نقطتین متابزتین فان جموعة النقط ج 

اي تحقق الساواة م !وب هي مور القطعة [!ب ] . 

وي الفضاء لدینا نتيجة مائلة : 

إذا كانت ! و ب نقطتین متايزتين فان حموعة النقط م التي تحقق الساواة 

د != و م هي الستوي اخوري للقطعة [ اب ] 

3 الستویات التعامدة 

3 - تعریف : 

رط ) مستو و (5) مستقم عمودي على (ط ) 

کل مستو يحتوي على (۵) یسمی مستویا عمودیا على (ط ) 







التعريف : 
يكون مستو ( ك ) عمودیا على مستو ( ط ) إذا وفقط إذا احتوى 
(ك) على مستقم عمودي على (ط ) 


٭ إذا كان المستوي ( ك ) عمودبا 
على. المستوي ( ط ) فان (رك) 
يحتوي على مستقم (۵) يعامد 
(ط). 

لتكن م نقطة تقاطع (ه) و 
( ط ).الستویان ( ط ) و (ك) 
متقاطعان وتقاطعها مستقم 
(وہ) یشمل م 

لیکن (فہٴ) الستقم من (ط ) العمودي على (فہ) في النقطة م 
الستقم (ثہٴ) عمودي على الستقیمین المتقاطعين (۵) و(فہ ) من 
(ك). فهو عمودي على (2) 

إذن المستوي ( ط ) عمودي على المستوي (ك) 

ومنه النتيجة التالية 





( الشکل 40 ) 


إذا كان مستو ( ك ) عموديا على مستو ( ط ) فإن المستوي (ط ) 
عمودي على المستوي (ك) ونقول إن المستويين (ك) و(ط) 


متعامدان 





23 نظريات : 


1. إذا كان ( ك ) و( ط) مستويين متعامدين وكانت ! نقطة من ( ك ) 
فان (ك) محتوي على الستقیم الذي يشمل ! ويعامد ط 





الرهان : 
( ط ) و (ك) مستويان متعامدان 
تقاطعها الستقم (فہ) . 
ا نقطة من ( ك) › (۵) مستقم 
يشمل ! ویعامد (ط ) . 
(ھٴ) مستقم من (ك) یشمل ۲ 
ویعامد (فہ). با أن الستویین 
رط ) و(ك) متعامدان فانه 
جد ؛ ‏ الستوي (ط ) مستقم 

ان الستوي ( 2) ( الشکل 41 ) 
(فہٴ) د ك ۱ 
المستقم (فہٴ) عمودي على كل مستقم من (ك) فهو عمودي ع (4 ) 

2 9 

(5 ) يعامد الستقیمین التقاطعین (فه) و رده ) فهو إذا عمودي على 

الستوي (ط ) 

الستقمان ( ۵ ) و (ھ) یشملان النقطة ! ویعامدان الستوي ( ط ) فها 

متطابقان 

إذن ری د (ك4) . 

ه مما سبق نستنتج أيضا النتيجة التالية 

إذا كان ( ك) و( ط ) مستويين متعامدين وکان ( دہ ) مستقم تقاطعها 

فان كل مستقیم من ( ك ) عمودي على (5.) يكون عموديا على رط ). 
2. ذا كان ( ك) و (كٴ) مستوبین متقاطعين وكان كل منہما عموديا 
على مستو رط ) فان مستقم تقاطع (ك) و(ك ) يكون عموديا 
على ( ط ) 
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الرهان : 
(ك) و ( 2 ) . حسب النظر بة 
السابقة کل من (ك) و(ك ) 
يحتوي على المستقم الذي يشمل أ 
ويعامد ( ط ) . 


إا هذا المستقيم هو مستقيم تقاط 
(ك) و(ك) 









الرهان : 

عا أن ( ك ) و( ط) متعامدان فان 
( ط ) حتوى على مستقم عمودي 
على (ك) وهذا الستقم عمودي همم 
على (ك') لان (ك) ورك) 
متواز یان 

إذن (ط ) عمودي على (ك ) 


( الشکل 43) 


236 





الرهان : 

الستوي ( ط ) بحتوي على مستقم 
(ھ) عمودي على (ك) لان 
(ط) و(١٤)‏ متعامدان . 
الستقعان (فہ ) و (۵) متوازيان 
لأا عمودیان عل نفس الستوي 
(ك) 

إذن (فہ ) و( ط) متوازيان لأن 
)کی عل انعم (4) 
الوازي للمستقم (فہ) 





( الشکر 44 
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عارین 


الستویات والستقیات في الفضاء 

1. رط ) مستو. ! نقطة من (ط ) و(ھ) مستقی في (ط ) لایشمل النقطة 
۲ . ب نقطة من الفضاء لاتنتمی إلى (ط ) . 
نیت أن اص وه تور امن ليسا في مستو واحد . 


2 (۸) و( ) مستقمان ليسا في مستو واحد . 
اء ب نقطتان مختلفتان من (۵) . 
۲ » ب" نقطتان ختلفتان من (۵) . 
آثیت أن النقط !+ ب + ؛ ص" ليست في مستو واحد . 


3. (ھ) و (ه ) مستقیان ليسا ي مستو واحد . 
ا نقطة؟ من (4) و 1 نقطة من (ھا)۔. 
(ھ) و ا یعینان مستویا (ط ) ؛ (5 ) و | یعینان مستویا (ط ) . 
عين مستقم تقاطم الستویین (ط ) و (ط'). 


4راب و آربع نقط ليست في مستو واحد . 
1) آثت أن ثلاث نقط منها ليست على استقامة واحدة . 
2 عيّن عدد الستویات المعيّنة بالنقط الاریع . 
نم عیّن مستقمات تقاطع هذه الستویات مثى مثى 
5. رط ) مستو. (ھ) و (ا) مستقمان في (ط ) متقاطعان . م نقطة من 
الفضاء لاتنتمي إلى رط ) . 
(ك) الستوي المعين بالقطة م والستقم (۵) . 
رك ) الستوي العین باللقطة م والستقم (5 ) . 
عين مستقم تقاطع الستویین (ك) و (ل ) . 
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6. (ط) مستو. (4) وره) مستقمان في رط ) متقاطعان في نقطة ؟. 
(فہ) مستقم يقطع (ط ) ي نقطة م تختلف عن . 
عين مجموعة المستقهات التي تقطع في ان واحد المستقمات الثلاثة (۵) » (ه' ) 
و (۵ه ) . 


7 )4( و(5 ) مستقعان ليسا قي مستو واحد . 
4 ب نقطتان من (۵) و 1 ب' نقطتان من ( 4 ) . 
أثبت أن الستقیمین (!1) ورب ب؟) ليسا في مستو واحد . 


8 (ط ) مستو. ب ؛ < نقطتان مختلفتان من ( ط ) . 
ا نقطة لاتنتمي إلى ( ط ) . م نقطة من المستقبم (! م ) و و نقطة من الستقم 
راح) 
آثبت أنه إذا قطع الستقم ( م 2 ) الستوي ( ط ) فانه يقطع المستقم ( م <) . 
9 ام حو رباعي في مستو (ط ). نفرض أن اب <و ليس شبه منحرف . 
م نقطة لاتنتمي إلى (ط ). 
عين مستقم تقاطع الستویین (م اب ) و(م<و) . 
تم مستقم تقاطع الستویین (م۱د) و(مب ح). 
0 اب حو متوازي أضلاع في مستو (ط ) . 
م نقطة لا تنتمي إلى (ط) . 
عين مستقم تقاطع الستویین (م!<) و(م ی و) . 
1 (ط, ) و (طر ) مستویان متقاطعان و (۵) مستقم تقاطعها . 
أ » م نقطتان مختلفتان من ( ط, ) بحيث الستقم (! م ) يقطع الستقم (۵) 
في النقطة <. 
م نقطة لا تنتمي إلى المستويين ( ط, ) و( ط, ) بحیث يقطع الستقمان ( م5 ) 
و( م ب) الستوي (طر) ف النقطتين 1 ۰ب على الترتيب . 
أثبت أن النقط الثلاث ء ب" ‏ < على استقامة واحدة . 
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2 (ط) مستو. (۵) مستقيم یقطع (ط ) في نقطة 2 . 
| » ب نقطتان من ( 4 ) و 2, نقطة من الفضاء بحیث يقطع الستقمان (۲) 
و رو ب ) الستوي (ط) في النقطتين .م . 
أثبت أن النقط الثلاث ۰2 ؛ ب" على استقامة واحدة . 


3 اب دح مثلٹ في مستو (ط ). 
1 ؛ ب ؛ < منتصفات القطع [ ص <] [<!]۰ [!ب ] على الترتيب . 
و نقطة لا تنتمی إلى الستوي (ط ) . 
اق اوت اٹ (1۱۶) ؛ (وب با ) + رو << ) تتقاطم حسب 


4 اب <و رباعي وجوه . م منتصف القطعة [ 1ء ] . 
ه أثبت أن الستقم (مھ) بقطع الستوي (ب حو) في نقطة ي 


۰ ات أن الرباعی م ي <و متوازي أضلاع . 


د1. اب <و رباعی وجوه . 2 مركز ثقل المثلث صب < و . 
2 مركز ثقل الثلث او . 
أثبت أن الستقیمین (!ه) ورب 8 ') متقاطعان . 


6 اب حو رباعي وجوه . (ط ).هو الستوي (ب <و ) . 
(5) مستقم من (ط ) بقطع الستفیات (بح) ؛ (<د)؛ 
رب و ) ي ثلاث نقط مختلفة . م نقطة من القطعة [) <]. 
ر ك) هو الستوي المعيّن بالنقطة م والستقم (۵) . 
1) عين مستقم تقاطع الستویین (ك) و(اب <) . 
2 عيّن تقاطع الستقم (اب) مع الستوي (ك). 
3 عین مستقم تقاطم الستویین (ك) وراب د) . 
ألبت أن هذا المستقيم بقطع الستقم رب و) ي نقطة تنتمي إلى (۵) . 
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التوازي في الفضاء 
7. ( فى ) و(فد,) مستقمان ليسا في مستو واحد . 

! نقطة من وقد و(ه) الستقم الذي بشمل ‏ روا 7)0 

1) أثبت أن الستوي (ط ) المعيّن بالستقیمین (فهر) و(۵) يوازي ماما 
( فدر ) . 

2 بين أن الستوي ( ط ) ابت ۰ عندما تتغیر النقطة ! في (فہ,) 

8 ( ف ) و(فهر ) مستقمان ليسا في مستو واحد . و ا نقطة من الفضاء 
بت سرت یو ET‏ 


9 (فہ) و(د) مستقمان متوازیان من مستو (ط ) . 
رل ) و(ك ) مستوبان متقاطعان بحتویان على (9+) و (۵) على الترتيب . 
(۵ ) مستقیم تقاطع الستویین (ك) ورل) . 
ما هي وضعية الستقم (۵ٴ) بالنسبة إلى الستوي ( ط ) . 
0 (ط ) و(ك) مستویان متقاطعان و(فہ) مستقم تقاطعها . 
(۵) مستقم بحيث (۵) و(فہ) ليسا في مستو واحد . 
و نقطة من (۵) . 
1) ارسم الستویین (طٴ) و( ك ) اللذین يشملان م ویوازیان (ط ) و( ك) 
على الترتيب 
2 أثبت أن (طٴ) و(ك' ) متقاطعان . 
3) إذا كان (فہٴ) مستقم تقاطع المستويين (ط') و(كٴ) 
ما هي وضعية المستقيم (فہٴ ) بالنسبة إلى كل من ( ط ) › (ك) ورف) ؟ 
1. روہ مستقم يوازي مستويا رط ) . 
ب نقطتان ختلفتان من (فہ). م » هج نقطتان من (ط ) . 
1) آثبت أن الستویین (اب م) و(اب ج) بقطعان (ط ) . 
2 ذا كان ( ۵ ) مستقم تقاطع الستویین (! م م ) و( ط ) ولذا کان (۸ٴ) 
مستقیم تقاطع الستویین (اب 2 ) و رط ) 
أثبت أن الستقیمین (۵) وه ) متوازیان . 
في أية حالة بتطابق فيا الستقمان (۵) و(ها) ؟ 
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2. اب <و رباعي وجوه . 

1 + ب" + حأ »و منتصفات القطع [اب] » [ب <] » [<4 ] ۰ [۶)] 
على الترتيب . 
أثبت أن الرباعي اٴبٴحٴوٴ متوازي أضلاع ۱ 

3. ام حو رباعي وجوه . ( ط ) مستو يوازي كلا من المستقيمين (اب ) 
و( ١<‏ ) ويقطع المستقيات ()<) › (اف) (ب و) » «ب <)ي النقط 
2۴٠م ٠‏ على الترتيب . 
بين أن الرباعي م چم " متوازي أضلاع . 

4 (فہ) ور(فہٗ) مستقمان ليسا في مستو واحد . 

(ھ) مستقم لا يوازي (فه) ولا يوازي (فہٴ). 
أنشىء مستقما (ھٴ) يوازي (۵) ویقطع كلا من (فہ) و(فہٴ) 

25 (ط ) مستوء (۵) مستقم و ! نقطة . 
آنشیء مستقما یشمل | ویقطم (۵) ويوازي (ط ) . 

6 (ط ) و(ط" ) مستویان و ! نقطة . 
أنشىء مستقما يشمل ! ويوازي (ط ) و(ط'). 

7 »ص حء و أربع نقط من مستو (ط ) . 
نفرض أن الستقیمین (اب) و(حو) یتقاطعان في النقطة له 
وأن الستقيمین (51 ) و(ب <) يتقاطعان في النقطة ل . 

م نقطة لا تنتمي إلى (ط) . 

لیکن ( ط' ) مستويا يقطع كلا من الستقمات (م!) ۰ (م ب ) ۰ (مح)؛ 
(مو) في النقط » 2۰8۰8۰ على الترتيب . 

1) عيّن مستقيم تقاطع المستويين (مابف) و(م<:). 

تم عین نقطة تقاطع الستقم (مك) والستوي (ط'). 

2) كيف يؤخذ المستوي ( ط') حى يكون : 

(»8)//(ة2) أو (ء2)//رمقة) ؟ 
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3) لتکن م نقطة من الفضاء . 
أنشىء الستوي ( ط' ) الذي يشمل القطة م بحيث یکون الرباعي » 8 ة 2 
متوازي أضلاع . 

8. (ط ) و(طٴ) مستويان غير متوازیین . 
أب < و متوازي أضلاع في ( ط ).۱ ۰ب" ۰ < » و" أربع نقط من الستوي 
(ط') بحيث تكون المستقمات (٦1)ء‏ رب‌م) » (حح) (55 ) 
متوازية . 
ما نوع الرباعي "مثو '؟ 

9. اب حو متوازي أضلاع في مستو (ط ) . 
م ٠‏ چ نقطتان لا تنتميان إلى ( ط ) بحيث يكون الرباعي )م حو متوازي 
اضلاع . 
أثبت أن رب م) //(5م) وأن (مج)//(م؛). 

0. (ط) و (طٴ) مستويان متوازيان ماما . 
!مسح مثلث في (ط). مء م نقطتان متایزتان من (طٴ) . 
1) عیّن مستقيم تقاطع المستويين (1م 2 ) و(ط'). 
2 عين مستقم تقاطع المستويين (1<م) و(ط') 
3) عين مستقم تقاطع المستويين (1م 2 ) و(احم). 

1 س) و[ ص ع ).نصفا مستقيمين غير محتويين في نفس المستوي . 
م۰ د نقطتان حيث : م3]اس ) ؛ و د]بع) وام = فو 
1) أنشىء الستوي (ط ) الذي يحتوي على [بع ) ويوازي [ س) 
2 آثبت أن المستقبم الذي يشمل النقطة م ويوازي الستقم (اب ) بقطع 
الستوي (ط ) في نقطة م . 
عيّن مجموعة النقط م عندما تتغیر اللقطة م في ]اس ) . 
3) إذا كانت » ۰ 8 8۰ منتصفات القطع [ اب ] ۰ [م م ] و[م 2] على 
الترتیب » أثبت أن الستوي (» 8 ة) يوازي الستوي رط ) . 
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التعامد في الفضاء 

2 اب حواٴب'ٴحوٴ مكعب 
أثبت أن المستقيمين (اب) و( ی متعامدان 
وأن الستقیمین ( م 5و) و( < ) متعامدان . 


3. (۵) وه ) مستقمان متقاطعان في مستو (ط ). 
(ك) و(كٴ) مستويان عموديان على (۵) و(ه") على الترتیب . 
أثبت أن المستويين ( ك ) و رل" ) متقاطعان وأن مستقم تقاطعها عمودي على 
(ط). 
4. (ط) و (ط") مستويان متقاطعان ومستقم تقاطعها (۵) . 
ا نقطة لا تنتمي إلى المستويين رط ) و(ط'). 
المستقيم الذي يشمل ! والعمودي على ( ط ) بقطعه ف النقطة 2 . 
الستقم الذي يشمل ! والعمودي على ( ط' ) يقطعه في النقطة ه' 
1) أثبت أن (4) عمودي على الستوي (1ه) . 
2 ذا كانت م نقطة تقاطع (۵) مع الستوي (21ه ) 
أثبت أن (م۱) عمودي على (۵) . 
5 (ده) و (۵) مستقمان متعامدان وغیر محتويين في نفس الستوي . 
ا نقطة من (فہ) + ھ نقطة من (ھ) بحيث یکون (21) عمودیا على (۵) . 
آثبت أنه مها كانت النقطة م من (فہ) فان (ج ھ) عمودي على (۵) . 
6 (فہ) و (۵) مستقمان متعامدان ومتقاطعان في النقطة ۱. 
( ف" ) الستقم الذي يشمل ! والعمودي على الستوي المعين بالمستقيمين ( 5+ ) 
و(4). 
1) أثبت أن «ه) عمودي على الستوي ( ط) المعيّن بالمستقيمين (فہ) 
و (فه ) . ۱ 
2 آثبت أن ( ط ) هو الستوي الوحید الذي يحتوي على (فہ ) ویعامد (۵) . 
7 (فہ) و(۵) مستقمان متعامدان وغیر محتويين في نفس الستوي . 
! نقطة من (فہ) وھ نقطة من (ه) بحيث : (۱ه)(ه). 
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رط ) الستوي العیّن بالنقطة 2 والمستقم (فہ) . 
1( أثبت أن رط ) عمودي على (۵). 
2 أثبت أن ( ط ) هو الستوي الوحيد الذي بحتوي على ( وه ) ويعامد ( 4 ) . 
38 1) ری مستقیم و م نقطة من (۵). 
رط ) و رط" ) مستویان متقاطعان وتقاطعها (۵) . 
(فء) الستقم من ( ط ) الذي يشمل م ویعامد (۵) ؛ (فہٴ) الستقم من 
(ط') الذي يشمل م ویعامد (۵) . 
أثبت أنه يوجد مستو وحيد يشمل النقطة م ويعامد (۵) 
2 (۵) مستقم و م نقطة لا تنتمي إلى (۵) ۰ (5' ) الستقم الذي يشمل م 
ويوازي (4). 
باستعال نتيجة السؤال السابق ‏ أثبت أنه يوجد مستو وحيد يشمل النقطة م 
و بعامد الستقم (۵) . 
9. (ط ) مستو و ج نقطة من الفضاء . 
(فہ) و (فه ) مستقمان متقاطعان من (ط ) . 
حسب القرين السابق نعلم أنه يوجد مستو وحيد ( ك ) یشمل 2 ویعامد رف ) 
ویوجد مستو وحید (كٴ) پشمل ج ویعامد ( وه ) . 
ات أن الستویین «ل ) و( ك' ) متقاطعان وأن مستقم تقاطعها ( 4 ) یعامد 
الستوي (ط ) . 
استنتج أنه يوجد مستقيم وحيد يشمل و ویعامد الستوي (ط ) 
0. نعتبر» ي مستو ( ط ) »ء دائرة (5) قطرها اب 
رہ( الستقم العمودي على ( ط ) في النقطة '. 
ح نقطة من (۵) و ج نقطة من (ئ). 
1) آثبت أن الستقم رب و) عمودي على الستوي (<اج) . 
2 استنتج أن المثلث حو م قائم . 
1. اب < » اب و مثلثان متساوبا الساقین وغير حتویین ي نفس الستوي حیث 
جاح ووادوب . 
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ي منتصف القطعة [ اب ] 
1) أثبت أن الستقم (اب) عمودي على الستوي (ح<ي د) . 
2 اثبت أن الستقیمن (اب) و( حی) متعامدان . 
2 ٤ب‏ > مثلث في مستو (ط). 
رھ( الستقم العمودي على (ط ) في النقطة ). م نقطة من (۵). 
م نقطة من [ ص <] ؛ ب نقطة من (مح] وب نقطة من (اح] 
حیث : ( م م )1( <) ورب ص )1(م<) ورب ب؟) د(اح) 
1 آثبت أن (امٴ) عمودي على (ب<ح). 
2 أثبت أن «ب‌ب") عمودي على الستوي ( م1 <) 
3 أثبت أن (م<) عمودي على المستوي (ب ب"ب") 
4 إذا كانت 2 نقطة تقاطع المستقيمين (مم ) و(مام') 
وكانت 2' نقطة تقاطع المستقيمين (امٴ) و(مام") 
أثبت أن (2ه' ) عمودي على الستوي (م ب <) 
3. ام حو مستطيل في مستو (ط ). 
(ھ) و(5 ) الستقیان العموديان على ( ط ) في النقطتين < » و على الترتيب . 
م نقطة من (۵) و م نقطة من (مٴ) حيث (بو)1(اوٴ) 
1) أثبت أن راب ) عمودي على الستوي (او ج") 
2 أثبت أن (اوٴ) عمودي على الستوي (اب و) 
3 أثبت أن رب و) عمودي على الستوي (اب وٴ) 
4 إذا كان 2 منتصف القطعة [ ج يٴ] ۰ أثبت أن النقطة 2 تنتمي إلى الستوي 
احوري للقطعة 7!ب ] . 
4 اب < مثلث في مستو (ط ). 
ھ نقطة تلاقي آعمدته و (۵) المستقم العمودي على ( ط ) في النقطة ه . و نقطة 
ا 
اثیت أن : 
(51) درب ح) و (ب‌ی) دراح) و(حو)د(اب). 
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5. اہحۓۂ رباعي وجوه ميث یکون (١ا؛)ا(بح)‏ 
ورب و) د(اج). 

الستقی الذي یشمل النقطة و ویعامد الستوي (! م ح) بقطع هذا الستوي في 
النقطة 2 . 

أثبت أن ھ هي نقطة تلاقي أعمدة الثلث اب <. 

6 1) ام حو مربع . عيّن محموعة النقط م من الفضاء بحیث تکون الأطوال 
وا وہب وی و متساویة . 

2 نفس السؤال إذا کان اب حو مستطیلا . 

3 نفس السوال إذا کان اب حو معینا . 

7 (ط) و(ط" ) مستویان متعامدان . " 

(۵) مستقم عمودي على (ط ) و( ۵ ) مستقم عمودي على (ط ) . 
1 أثبت أن المستقيمين (ه) و(5' ) متعامدان . 

2 أثبت أن : (ه) //(ط') و(ه')//(ط) 


8. لتكن . في مستو رط )۰ دائرة (و) قطرها اب . 
(ھ) الستقم العمودي على ( ط ) في النقطة ). < نقطة من (4) . 
م نقطة من (و) . 
1) أثبت أن المستويين (<21:) و (حب وم ) متعامدان . 
2( 1 نقطة من القطعة ] <ا[. 
الستوي (ك) الذي يشمل اٴ ويعامد (ح!) بقطع ( حو ) في النقطة و" 
ويقطع رحب) ٤‏ النقطة ب . 
أثبت أن الثلث 1 و م قائم . 


9. ی دائرة في مستو (ط) مركزها م . 
,۵ الستقم العمودي على (ط ) في النقطة م . 
ح نقطة من (۵) ؛ أ نقطة من (ی) و (فہ) ا اس للدائرة رء ) في النقطة ! . 
آثبت أن الستوي المعيّن بالتقطة < والستقیم (فہ) عمودي على الستوي 
(ام ج) . 


0 اب <و رباعي وجوه حيث : اب۔-حوواو-ںب حواجع<ب و. 
2 منتصف القطعة (اب ] و 2 منتصف القطعة [ <ه ]. 
1) أثبت أن الستوین (هحی و(2اب) متعامدان 
2 أثبت أن الستوي ( 2 <ء ) عمودي على الستویین () م <) و(اب و ) 
وأن الستوي (2" اب ) عمودي على الستوین (احو) ورب حو) . 
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